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ВВЕДЕНИЕ 
 
Полевые измерения и их последующая математическая обработка составляют один 

из основных видов работы инженера геодезиста. Обычно сами результаты измерений не 
используют, а подвергают математической обработке, которая заключается в получении 
значений величин, представляющих практическую или научную ценность. 

Любое измерение, как бы тщательно оно не выполнялось, отягощено погрешно-
стью, численно равной разности между результатом измерения и истинным значением 
измеряемой величины. Поскольку истинные значения, как правило, не известны, то при-
ходится иметь дело с приближѐнными значениями, которые при обработке рассматрива-
ются как приближѐнные числа. 

Производя измерения, всегда нужно быть уверенным в правильности полученных 
результатов. Грамотно проведенная обработка ни в коем случае не должна ухудшать ре-
зультаты измерений, скорее наоборот, искусно выбранный метод обработки в большинст-
ве случаев способствует ослаблению влияния погрешностей измерений на окончательные 
результаты. 

Немаловажную роль для решения практических задач играет оценка качества про-
изведенных измерений и полученных после обработки результатов. Приобретение теоре-
тических знаний и практических навыков, необходимых для правильного решения пере-
численных вопросов, является основной целью изучения настоящего курса. 

Курс обеспечивает необходимыми знаниями изучение практически всего цикла 
специальных дисциплин специальности 21.05.01 «Прикладная геодезия», специализация 
«Инженерная геодезия», так как многие из них связаны с вычислениями. В данных мето-
дических указаниях рассмотрен только параметрический способ уравнивания. 

Более подробно материал курса излагается в учебниках [1, 2], которые предлагают-
ся студентам как основные учебники и учебных пособиях [3, 4]. 

 
1. КРАТКАЯ ТЕОРИЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО СПОСОБА 

УРАВНИВАНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЕЙ 
 
Параметрический способ уравнивания является одним из строгих способов реали-

зующих метод наименьших квадратов. 
При параметрическом способе в качестве уравниваемых величин выбирают неко-

торые параметры, называемые необходимыми неизвестными (обычно – высотные от-
метки для высотных сетей и координаты для плановых, иногда сами измерения). 

Обязательное условие при выборе параметров – возможность функционально вы-
разить все измерения через эти параметры. 

Введѐм обозначения: 
nM,...,M,M  21  – измеренные величины; 

nvvv ,...,, 21  – поправки в измеренные величины; 
nMMM ,...,, 21  – уравненные значения измерений, т.е. 

nnn vMMvMMvMM  ,...,, 222111 . 


tTTT ,...,, 21  – предварительные значения параметров; 
tTTT  ,...,, 21  – поправки в предварительные значения параметров, т.е. 

ttt TTTTTTTTT    ,...,, 222111  – уравненные значения параметров (высот, коор-
динат). 

В приведѐнных обозначениях: n  - количество измерений; t  - количество парамет-
ров. 

Выразим каждое измерение через параметры: 
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Заменим в каждом уравнении системы уравненные значения на измеренные (или 

предварительные) с поправками: 
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При решении данных уравнений возникают две проблемы: 
1. Данные уравнения (в общем виде) имеют нелинейный вид, а решить систему n  

нелинейных уравнений проблематично. 
2. Количество параметрических уравнений равно n , а неизвестных в этих уравне-

ниях tn , но всегда tnn  . 
Первую проблему решают тем, что нелинейные уравнения приводят к линейному 

виду путѐм разложения в ряд Тейлора. Данный процесс называют линеаризацией урав-
нений. 

Вторую проблему решают, например, по методу наименьших квадратов (МНК), 
т.е. добавляют условие min][ pvv . 

Приведѐм каждое уравнение к линейному виду и прейдѐм к системе параметриче-
ских уравнений поправок 
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где nlll ,...,, 21  – свободные члены параметрических уравнений поправок, вычис-

ляемые: 
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Запишем систему параметрических уравнений поправок в матричном виде 

VLAT  , 
 
где A  – матрица коэффициентов уравнений поправок (частные производные изме-

рений по выбранным параметрам) размерности tn ; T  – вектор поправок к параметрам 
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размерности 1t ; L  – вектор свободных членов (разность предварительных значений и 
измеренных) размерности 1n ; V  – вектор поправок в измерения размерности 1n . 

Данная система имеет tn  неизвестных, а уравнений имеет n . Для разрешения 
данной проблемы перейдѐм к системе нормальных уравнений 

 
PVAPLAPATA TTT       или     0WNT , 

 
где P  диагональная матрица весов; PLAWPAAN TT  ; . 

Решим систему нормальных уравнений и найдѐм поправки к предварительным зна-
чениям параметров и поправки в измеренные значения 

LATVQWTNQ   ;;1 , 
 

где Q  матрица весовых коэффициентов. 
Исправим предварительные значения параметров поправками T , а измерения – по-

правками V . 
Произведѐм обобщѐнную оценку точности полученных результатов, вычислив апо-

стериорную погрешность единицы веса  
 

r
PVV T

μ . 

 
Более подробно процесс оценки точности полученных результатов рассмотрен в 

указаниях к лабораторным работам. 
Параметрический способ в настоящее время более распространѐн при компьютер-

ной обработке и обладает рядом преимуществ перед коррелатным способом: 
 каждому измерению однозначно соответствует параметрическое уравнение 

поправок, что облегчает процесс алгоритмизации; 
 в процессе уравнивания вычисляется матрица весовых коэффициентов Q  , 

которая позволяет значительно упростить процесс оценки точности полученных результа-
тов. 

Рассмотрим данный способ на примере уравнивания нескольких видов геодезиче-
ских сетей. 

 
2. УКАЗАНИЯ К ЛАБОРАТОРНЫМ РАБОТАМ 

 
2.1. Лабораторная работа 1 

 
Параметрическое уравнивание сети нивелирования IV класса 

 
Задание: Уравнять параметрическим способом сеть нивелирования IV класса (ри-

сунок 1). Вычислить уравненные высотные отметки, произвести оценку точности полу-
ченных результатов. 

Высотные отметки исходных реперов приведены в таблица 1, а измеренные пре-
вышения и длины ходов – в таблица 2. 

 
Таблица 1 - Высотные отметки исходных реперов 

Название репера м,H  
101 25,923 
102 37,514 
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Рассмотрим нивелирную сеть, приведѐнную на рисунке 1. 
1. Нивелирование IV класса характеризуется случайной погрешностью на 1 км ни-

велирного хода 10 мм. 
2. В данной сети измерено восемь превышений, и для каждого из них необходимо 

составить параметрическое уравнение поправок. 

 
Рисунок 1 - Схема сети нивелирования IV класса 

 
Таблица 2 - Измеренные превышения 

Номер хода м,h  км,L  
1 +2,101 5,8 
2 +13,271 5,4 
3 +12,286 4,9 
4 +12,323 5,3 
5 –1,405 4,3 
6 +1,066 3,7 
7 –1,012 1,2 
8 –13,667 1,4 

 
Параметрическое уравнение поправок для измеренного превышения jih   между то-

чек i  и j  имеет вид 
 

vlHH ji   11 ;   с весом p ; 

jiij hHHl   , 
 
где H предварительные (примерные) значения высотных отметок; H поправ-

ки в предварительные значения; l свободный член уравнения; v  поправка в измеренное 
превышение h . 

Каждому измерению соответствует параметрическое уравнение поправок. Система 
этих уравнений будет иметь вид: 

 

1 
1 

3 5 

7 
6 8 

2 
4 

2 

3 
4 

102 
101 



 6 































884

773

6643

552

4442

331

2231

1121

vlH
vlH

vlHH
vlH

vlHH
vlH

vlHH
vlHH













   . 

 
Вектор свободных членов вычисляется: 
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Кроме коэффициентов уравнений поправок (частных производных) и свободных 

членов потребуются веса, которые через длины ходов равны 
i

i Lp 1 . 

Выполним уравнивание сети в MathCADе. 
 
1. Введѐм исходные данные (высотные отметки, превышения, длины ходов) и ап-

риорную погрешность на 1 км хода. 
 

H101:=25.923   H102:=37.514 
 
h1:=2.101     L1:=5.8     h2:=13.271     L2:=5.4     h3:=12.286     L3:=4.9 
h4:=12.323     L4:=5.3     h5:= –1.405     L5:=4.3     h6:=1.066     L6:=3.7 
h7:= –1.012     L7:=1.2     h8:= –13.667     L8:=1.4 
 

100.0:μo       4:r   
 
2. В качестве предварительных значений высотных отметок примем нули 

04321   HHHH . 
 

3. Введѐм матрицу коэффициентов параметрических уравнений поправок A , весов 
P  и вектор свободных членов L . 
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4. Вычислим матрицу коэффициентов нормальных уравнений N , свободные члены 

нормальных уравнений W  и матрицу весовых коэффициентов Q . 
 

APA:N T       LPA:W T       1N:Q   
 

5. Вычислим поправки в предварительные значения параметров T  и поправки в 
превышения V . Так как в качестве предварительных значений параметров были приняты 
нули, в векторе T  находятся уравненные значения высотных отметок. 

WQ:T         LTA:V         
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T  

 7281638322201000VT   
 
6. Вычислим апостериорную погрешность на 1 км хода. 
 

r
VPV:μ T       0.012μ   

 
Так как μ  превышает 010,0μ  , можно сделать вывод о том, что точность данной 

сети несколько ниже IV класса нивелирования. 
 
6. По матрице весовых коэффициентов Q  
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360.0172.0993.1668.0
186.0340.0668.0098.2

Q  

 
найдѐм средние квадратические погрешности (СКП) высотных отметок Hm  и одного из 
превышений hm : 

а) для i –й высотной отметки Him iiQoμ , например, для точки 3 – 
 873.0103Hm 9,3 мм; 
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б) для превышения ji       ijjjiihij QQQm 2μo  , например, для превышения 1–4 

имеем – 186.02963.0098.21041 hm =16 мм. 
 

2.2. Лабораторная работа 2 
Параметрическое уравнивание линейно-угловой сети 

 
Предварительно рассмотрим некоторые виды параметрических уравнений попра-

вок для плановых сетей, которые потребуются для выполнения данного задания. 
Измеренной стороне jiS   соответствует параметрическое уравнение вида 
 

SSjijjijiijiij vlYXYX  δαsinδαcosδαsinδαcos ; 
с весом Sp . 

Измеренному направлению jiM   соответствует параметрическое уравнение вида 
 

 i
ij

ij
i

ij

ij
i Y

S
X

S
Z δρ
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δρ

αsin
δ1  

MMj
ij

ij
j

ij

ij vlY
S

X
S

 δρ
αcos

δρ
αsin

; 

с весом Mp . 
 
В приведѐнных уравнениях: 
ijij S,  дирекционный угол и расстояние; 

jjii YXYX  ,,,  поправки в предварительные значения координат; 
iZ  поправка в предварительное значение ориентирного (ориентирующего) угла; 
MS ll ,  свободные члены уравнений поправок; 
MS vv ,  поправки в измеренные значения сторон и направлений; 
MS pp ,  веса сторон и направлений. 

Вычисление тех или иных элементов будет рассмотрено в процессе выполнения за-
дания. 

 
Задание: Уравнять параметрическим способом линейно-угловую сеть (рисунок 2). 

Вычислить уравненные координаты точек II и III , произвести оценку точности результа-
тов уравнивания. 

 
Рисунок 2 - Схема линейно–угловой сети 

 
Исходные данные приведены в таблицах 3 и 4. 

II
I 

III 

I 
IV S 
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Таблица 3 - Координаты исходных пунктов 
Пункт мX ,  мY ,  

I 6243,765 5235,284 
IV 6153,722 6177,539 

 
Таблица 4 - Измеренные и уравненные величины 

Эле-
мент 

Измеренные 
стороны, направ-

ления 

Поправ-
ка* 

Уравненные* 
стороны, направ-

ления 
Стороны 

I–II 561,240 ±13 мм +3 мм 561,243 
I–III 1093,726 ±16 мм –15 1093,711 
II–III 948,635 ±15 мм +4 948,639 
II–IV 1145,611 ±16 мм –7 1145,604 
III–IV 634,985 ±13 мм +15 635,000 

Направления   5β m  
I–II 0° 00' 00,0″ −0,3" 0° 00' 00,0″ 
I–III 60 08 10,7 +4,6 60 08 15,6 
I–IV 95 28 51,4 −4,3 95 28 47,4 

*Примечание: поправки (вектор V ) и уравненные значения в таблицу 4 вписаны 
после уравнивания. 

 
Проанализируем сеть, приведѐнную на рисунке 2. 
1. В сети измерено пять сторон и три направления (направления измерены только 

на пункте I), следовательно, измерено восемь элементов 8n . 
2. Необходимо найти ориентирную поправку на пункте I и координаты точек II и 

III, следовательно, количество неизвестных (необходимых измерений) 5t . 
3. В данной сети необходимо составить восемь параметрических уравнений попра-

вок. 
 
Последовательность уравнивания. 
1. В качестве предварительных значений координат точек II и III принять нули 

нельзя, так как будет нарушена линеаризация уравнений поправок, поэтому решим линей-
ные засечки с точек I и IV и найдѐм координаты определяемых пунктов (таблица 5). 

Общая схема и формулы линейной засечки приведены на рисунке 3. 

 
Рисунок 3 – Общая схема и формулы линейной засечки 

 

1 B 

S1 S2 

2 

P
I 

 
 .1

;
1

;
2

1
;

;;

22
11

22
11

2
2

2
122

1212

qSXYq
B

YY

qSYXq
B

XX

B
B

SS
qYXB

YYYXXX

P

P


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Таблица 5 – Координаты определяемых пунктов 
Координаты Предварительные Поправка*, мм Уравненные* 

IIX  6805,0 +8 6805,008 

IIY  5235,1 -23 5235,077 

IIIX  6788,7 -7 6788,693 

IIIY  6183,6 −25 6183,575 
* Примечание: поправки и уравненные значения внесены в таблицу 5 после урав-

нивания. 
2. Решим шесть обратных геодезических задач между всеми пунктами, как предва-

рительными, так и исходными (таблица 6). 
 
Таблица 6 – Обратные геодезические задачи 
Сторона S ,м α  

I–II 561,235 359º58'52,4" 
I–III 1093,736 60 07 00,6 
I–IV 946,548 95 27 31,2 
II–III 948,640 90 59 04,3 
II–IV 1145,580 124 38 47,9 
III–IV 635,007 180 32 48,8 

 
3. При вычислении коэффициентов, свободных членов и весов линейные величины 

будем выражать в сантиметрах. В этих же величинах получим поправки в параметры и 
стороны. 

В качестве априорной погрешности единицы веса возьмѐм СКП измерения угла 
5μ β  m , тогда веса стороны и направления можно найти по формулам: 

 

)см(
μ

2

2

S
S m

p       и     2μ
2

2


М

M m
p  . 

 
Свободные члены для измеренных расстояний найдѐм по формуле: 

ИЗМОГЗ
o

S SSSSl   (см). 
 

На вычислении свободных членов для измеренных направлений остановимся под-
робнее. 

Свободные члены Ml  вычисляют: 
 

o
M ZMl  )α(  , 

 
где M  измеренное направление; α  предварительный дирекционные углы из обрат-
ных геодезических задач; Z  предварительное значение ориентирного угла, в качестве 
которого можно взять разность для первого в данном веере направления: 

 
)α( MZ o   . 

 
Тогда для первого направления в каждом веере свободный член всегда будет рав-

няться нулю (см. таблицу 7). 
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Таблица 7 – Свободные члены веера направлений на точке I 
Направле-

ние 
α  M   M α  Ml  

I–II 359º 58' 
52,4" 

0º00' 00,0" 359º 58' 
52,4" 

0,0 

I–III 60 07 00,6 60 08 10,7 359 58 49,9 -2,5 
I–IV 95 27 31,2 95 28 51,4 359 58 39,8 –12,6 

4.5285359  Z  
 

Дальнейшие вычисления продолжим в среде MathCad.  
4. Введѐм матрицу коэффициентов параметрических уравнений поправок A , весов 

P  и вектор свободных членов L . 
 













































00001
940.0635.1001
00675.3001.01

0095.00000.1000
008227.05685.00

9999.00172.09999.00172.00
8670.04982.0000
000003.0000.10

:A  

 

)diag(P:P222
3.1

25
6.1

25
5.1

25
6.1

25
3.1

25:P T
22222 






  

 
 6.125.202.21.35.015.0:L   

 
5. Вычислим матрицу коэффициентов нормальных уравнений N , свободные члены 

нормальных уравнений W  и матрицу весовых коэффициентов Q . 
 

1TTT N:QLPA:WAPA:N   
6. Вычислим поправки в предварительные значения координат T  и поправки в из-

мерения V . 
 

TLTA:VWQ:T   
 

 50.267.034.277.031.8:TT   
 

 29.456.427.051.174.036.050.127.0: V  
 

Примечания: а) в векторе T  на первом месте находится поправка в ориентирный 
угол, а потом – поправки в координаты; 

б) в векторе V  – первые пять поправок в стороны (см), затем три – в направления 
(угловые секунды); 

в) поправки V  и T  перенесѐм в таблицы 4 и 5. 
 
7. Вычислим апостериорную погрешность. 
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9.6:μ
3
VPV:μ T   

 
Так как   превышает 5 o , можно сделать вывод о том, что точность данной 

сети несколько ниже предполагаемой. 
 
8. По матрице весовых коэффициентов Q  произведѐм более подробную оценку 

точности, рассмотренную в разделе 3. 
 
































073.0013.0030.0007.0067.0
013.0052.0012.0003.0047.0

030.0012.0042.0011.0067.0
007.0003.0011.0058.0017.0
067.0047.0067.0017.0295.0

:Q  

 
3. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПЛАНОВЫХ СЕТЕЙ. 

ПОСТРОЕНИЕ ЭЛЛИПСОВ ПОГРЕШНОСТЕЙ 
 

Оценка точности для высотных сетей уже рас-
смотрена в лабораторной работе 1 (пункт 6). Рассмотрим 
более подробно данный вопрос для плановых сетей. 

При параметрическом уравнивании существенное 
внимание уделяется матрице весовых коэффициентов Q , 
с помощью элементов которой выведены формулы, по-
зволяющие получать СКП функций от уравниваемых па-
раметров. Матрица весовых коэффициентов тесно связа-
на с понятием корреляционной (ковариационной) матри-
цы совокупности случайных величин. 

Наиболее полной формой, характеризующей точ-
ность и взаимозависимость совокупности случайных ве-
личин, служит корреляционная матрица, использование 
которой позволяет: 

 получать СКП любой величины данной совокуп-
ности; 

 определять степень взаимозависимости этих величин; 
 находить корреляционные матрицы функций от величин, корреляционная матрица 

которых известна; 
 строго согласовывать совместную обработку разных совокупностей. 

Каждому элементу корреляционной матрицы QK  2
oμ  соответствует один стол-

бец или одна строка. На диагонали матрицы K  стоят дисперсии параметров (на диагонали 
матрицы 1 NQ  соответственно – обратные веса уравниваемых параметров). 

Недиагональные элементы – называют ковариациями или корреляционными мо-
ментами. 

 
jiijij mmrK  , 

 
где ijr – коэффициент корреляции элементов со строкой  i и столбцом  j;   ji mm ,  – СКП 
этих элементов.  

a 

b 
Θ 

X 

Рисунок 8 – Построение эллипса 
графическим способом 



 13 

Каждому пункту плановой сети соответствуют две строки и два столбца корреля-
ционной матрицы. При этом подматрицы 2-го порядка расположенные на диагонали, ха-
рактеризуют обобщенную дисперсию положения определяемого пункта на плоскости. 

Подматрицы 2-го порядка, соответствующие совместно двум определяемым пунк-
там для удобства обработки выделяют из общей матрицы Q  и представляют в виде уп-
лотненной матрицы. 

В нашем случае общая матрица весовых коэффициентов (лабораторная работа 2, 
пункт 8) утратит первую строку и первый столбец (они относятся к ориентирной поправке 

Z ) 
 



























073.0013.0030.0007.0
013.0052.0012.0003.0

030.0012.0042.0011.0
007.0003.0011.0058.0

:Q . 

 
Для оценки точности элементов сетей используют формулы 
 

T
o

1;1μ  Q
PP

m
FF

F , 

 
где Fm – СКП функции )...,,,( 21 tTTTfF   от уравненных параметров; FP1 – обратный вес 
оцениваемой функции;  – вектор частных производных от оцениваемой функции по па-
раметрам. 

Оценка точности положения пунктов по осям координат. 
Так как на диагонали матрицы Q  находятся обратные веса уравниваемых парамет-

ров, то iiYX Qm  o, μ . В нашем случае 
 

 058.05
2Xm 1.2 см;    042.05

2Ym 1.0 см; 

 052.05
3Xm 1.1 см;    073.05

3Ym 1.4 см. 
 

Погрешности уравненных значений расстояния и дирекционного угла. Так как 
векторы частных производных   от данных оцениваемых функции по параметрам совпа-
дают с коэффициентами параметрических уравнений для измеренных сторон и дирекци-
онных углов, то обратный вес этих уравненных элементов можно найти по приведѐнной 
выше формуле. Например, для стороны 2–3 имеем 

  
























1
0172.0
1

0172.0

10172.010172.01 T QQ
PS

0.0549; 

см2.10549.051μo  SS Pm . 
 

Погрешности различных элементов плановых сетей легко найти по эллипсу по-
грешностей. 

Основными параметрами, достаточными для построения эллипса, служат полуоси 
a , b  и угол ориентирования   (дирекционный угол большой полуоси эллипса). 

По элементам матрицы весовых коэффициентов Q , соответствующим одной опре-
деляемой точке, можно найти параметры эллипса по формулам: 
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2211

122
2

QQ
Q

tg


  ; 

2
12

2
2211 4)( QQQq  ; 







 


2
μ 221122 qQQa   ; 






 


2
μ 221122 qQQb  . 

 
Данные формулы относится к эллипсам 1-го рода, т.е. к эллипсам погрешностей 

положения определяемых пунктов. Для построения эллипса 2-го рода – эллипса взаимного 
положения пары определяемых пунктов – используются десять элементов подматрицы 
весовых коэффициентов, принадлежащие совместно этим пунктам. Для простоты обозна-
чения будем полагать, что оцениваемые пункты имеют номера 1 и 2. 

В случае эллипсов 2-го рода вычисления производят по формулам: 
 

)2()(
)()2(

44242234142312

34142312331311

2221

1211

QQQQQQQ
QQQQQQQ

ЭЭ
ЭЭ

Э



 . 

 
Далее вычисления производят по формулам для эллипса 1-го рода, подставив в них 

вместо элементов Q  элементы Э . 
Построение эллипса графическим способом приведено на рисунке 8. При аналити-

ческом способе построения используют следующий алгоритм: 


 2222 cossin ba

abr


 , 

 
где r – радиус-вектор;  – угол от большой полуоси a . 

Графически по эллипсу 1-го рода погрешности положения пункта по осям коорди-
нат определяют при проецировании эллипса на соответствующие оси. Для определения 
СКП расстояния по эллипсу 2-го рода его проецируют на саму сторону, соединяющую два 
определяемых пункта. Отрезок от центра эллипса до точки проекции, взятый в масштабе 
эллипса,- искомая погрешность Sm . Для вычисления СКП дирекционного угла стороны 
необходимо спроецировать эллипс на направление, перпендикулярное к оцениваемой сто-
роне, и определить с учетом масштаба отрезок d  от центра эллипса до точки проекции. 
Тогда СКП дирекционного угла можно найти по формуле Sdm /ρα  . 
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