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ВВЕДЕНИЕ 
 

Курс "Методы математической физики" посвящен изучению 
математических моделей естественнонаучных явлений и процессов, 
изучаемых в гидродинамике, теории упругости, акустике, электро-
динамике и т.д. Математические модели этих процессов представ-
ляют собой краевые задачи для дифференциальных уравнений с ча-
стными производными. Особую роль в физике, механике, гидроди-
намике и других науках играют линейные и квазилинейные диффе-
ренциальные уравнения с частными производными второго порядка. 

В данных методических указаниях рассматриваются особен-
ности дифференциальных уравнений с частными производными, 
показаны решения некоторых простейших типов таких уравнений, 
приведены определения линейных и квазилинейных дифференци-
альных уравнений с частными производными для функции двух пе-
ременных, дана их классификация и методы приведения к канониче-
скому виду. Разобраны многочисленные примеры и даны упражне-
ния для самостоятельного решения с ответами.  

Методические указания предназначены для студентов спе-
циалитета и магистратуры нефтегазового факультета, изучающих 
курс "Методы математической физики". Они могут быть также ис-
пользованы студентами других специальностей, изучающих такие 
же курсы или желающих расширить свои знания по математике. 
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1. ОБЫКНОВЕННЫЕ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  
УРАВНЕНИЯ.  ОСНОВНЫЕ  СВЕДЕНИЯ 

1.1. Обыкновенное дифференциальное уравнение  
и его решение 

Прежде, чем изучать дифференциальные уравнения с част-
ными производными, имеет смысл вспомнить основные сведения об 
обыкновенных дифференциальных уравнениях, введенных для 
функции одной переменной. 

Пусть для неизвестной функции  )(xfy   задано уравнение, 
содержащее независимую переменную х, саму эту функцию, а также 
некоторые ее производные y′(x), y′′(x), … , y(n)(x). Такое уравнение 
называется обыкновенным дифференциальным уравнением и запи-
сывается следующим образом: 

F(x, y(x), y′(x), …,  y(n)(x)) = 0.     (1.1) 

Порядком дифференциального уравнения называется поря-
док старшей производной, входящей в уравнение. 

Решением дифференциального уравнения (1.1) на интервале 
(а, b) называется функция )(xfy  , определенная вместе с соответ-
ствующими производными на указанном интервале, если она обра-
щает исходное уравнение на этом интервале в тождество. 

Например, решением дифференциального уравнения  

xy   
является функция 

Cxy  3

3

2
,           (1.2) 

определенная, дифференцируемая и обращающая это уравнение в 
тождество при   0x . 

Очевидно, что решение дифференциального уравнения на-
ходится неоднозначно и зависит от одной или нескольких  произ-
вольных постоянных, обозначаемых  С1, С2, ..., Сп.  Количество про-
извольных постоянных совпадает с порядком дифференциального 
уравнения.  

Такое решение называется общим и обозначается 
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)...,,,,( 21 nCCCxfy  . 

 Задав конкретные значения свободным неизвестным, можно 
получить бесконечно много решений дифференциального уравне-
ния, которые называются  частными. 

Например, из общего решения (1.2) можно получить частные 
решения 

3

3

2 xy   ,  1
3

2 3  xy ,  2019
3

2 3  xy ,   7
3

2 3xy  

и так далее. 
 

1.2. Задача Коши 

При решении задач физики, механики и др., как правило, 
кроме дифференциального уравнения, описывающего изучаемый 
процесс, известно также начальное положение системы. 

В терминах теории дифференциальных уравнений такая ин-
формация называется  начальными условиями  и для дифференци-
ального уравнения  п-го порядка записывается как значение функ-
ции, а также всех ее производных до (п1)-го порядка включительно 
в некоторой точке  х0: 

10
)1(

201000 )(...;)(;)(;)( 
  n

n yxyyxyyxyyxy .    (1.3) 

Дифференциальное уравнение вместе с начальными усло-
виями называется задачей Коши. 

Теорема Коши (о существовании и единственности ре-
шения дифференциального уравнения).  Пусть дано дифференци-
альное уравнение 

),...,,,()( )1()(  nn yyyxFxy , 

и пусть в точке ),...,,,,( 121000 nyyyyxM  п-мерного пространства 

Oxyy'...y(n1)  функция  F, а также все ее частные производные по  y, 
y', ..., y(n1) непрерывны. Тогда существует единственное решение 
дифференциального уравнения, удовлетворяющее начальным усло-
виям (1.3). 
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Для дифференциального уравнения первого порядка задача 
Коши формулируется так:  найти функцию  )(xfy  , удовлетво-
ряющую дифференциальному уравнению  ),( yxy   и проходящую 
через точку  ),( 000 yxM .  

Математическая постановка данной задачи имеет вид 












.

);,(

0
0

yy
yxy

xx

                                       (1.4) 

Из теоремы Коши следует, что если функция  φ(х, у)  и ее ча-
стная производная  y  непрерывны в точке  0M , то через эту точку 

проходит единственное решение заданного дифференциального 
уравнения.  

Точки, в которых не выполняются условия теоремы Коши, 
называются особыми, и через такие точки может проходить не-
сколько решений дифференциального уравнения или ни одного. 

 
Пример 1.1. Решить задачу Коши  3,

1


xyyyx . 

Решение. Данное дифференциальное уравнение является 
дифференциальным уравнением первого порядка с разделяющимися 
переменными. Для его решения (см. п. 1.3) заменим производную  у' 
на дифференциалы и разделим переменные: 

 dxy
dx
dyx

dx
dyyyyx ,  

.:
x

dx
y

dyxydxydyx   

Теперь, когда переменные в этом уравнении разделены, можно про-
интегрировать его левую и правую части: 

1lnln Cxy
x

dx
y

dy



 . 

Для получения более простого ответа возьмем новую константу С 
так, чтобы  CC ln1  , тогда 
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.lnlnln CxyCxyCxy   

Итак, мы нашли общее решение заданного дифференциального 
уравнения. 

С геометрической точки зрения найденные решения пред-
ставляют собой бесконечное множество различных прямых на плос-
кости  Оху, проходящих через начало координат. Некоторые из них 
изображены на рисунке 1.  

Для решения задачи Коши надо 
найти ту линию, которая проходит через 
точку  )3;1(0M . Подставим координаты 
точки в общее решение: 

313  CC . 

Таким образом, решением задачи 
Коши является функция xy 3 , обра-
щающая заданное дифференциальное 
уравнение в тождество при х и прохо-
дящая через точку )3;1(0M . 

Отметим, что точки, лежащие на оси  Оу, являются особыми 
точками данного дифференциального уравнения. 

Для дифференциального уравнения второго порядка началь-
ные условия состоят из значения функции в заданной точке и значе-
ния ее первой производной: 





















.

;

);,,(

1

0

0

0

yy

yy
yyxy

xx

xx                                        (1.5) 

Таким образом, мы ищем функцию, проходящую через заданную 
точку плоскости с заданным углом наклона касательной. 

Пример 1.2. Найти решение задачи Коши  

xxy 2cos4)(  , 2)0( y , 1)0( y . 

Рис.1. 
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Решение. Дважды последовательно интегрируя функцию в 
правой части дифференциального уравнения, находим его общее 
решение 

122cos)( CxCxxy  . 

Так как у(0) = 2, то для определения С1 получаем уравнение  

3012 11  CC . 

Для определения постоянной С2 продифференцируем общее реше-
ние по переменной  х  и  учтем второе начальное условие: 

11)0(2sin2)( 222  CCyCxxy . 

Следовательно, искомое частное решение исходного дифференци-
ального уравнения имеет вид: 

122cos)( CxCxxy  . 

 
1.3. Дифференциальные уравнения  
с разделяющимися переменными 

 
Дифференциальное уравнение вида 

0)()()()( 2211  ygxfyygxf ,                        (1.6) 

называется дифференциальным уравнением с разделяющимися пе-
ременными. 

Так как )(xfy  , то  
dx
dyy  .  Тогда уравнение (1.6) примет 

вид   

0)()()()( 2211  ygxf
dx
dyygxf , 

или 
dxygxfdyygxf )()()()( 2211  . 

Разделив это соотношение на  )(1 xf  и  )(2 yg , получим 
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dx
xf
xfdy

yg
yg

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  . 

 Полученное уравнение называется уравнением с разделенны-
ми переменными, и его общий интеграл  может быть записан в виде 

Cdx
xf
xfdy

yg
yg





)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 . 

Решение дифференциального уравнения такого типа было 
рассмотрено в примере 1.1. 

Идея разделения переменных может быть использована при 
решении простейших уравнений более высоких порядков, чем пер-
вый. 

Пример 1.3. Решить уравнение .02  yyx  
Решение. Это дифференциальное уравнение второго поряд-

ка. Сделаем замену переменной, а именно введем новую зависимую 
переменную )()( xyxz  . Тогда исходное уравнение преобразуется 

к виду .02  zz  
Это уравнение с разделяющимися переменными.  Разделив 

переменные, получим 

 
x
dx

z
dz 2

     



x

dx
z

dz
2     xCz ln2

~
ln 0  . 

Обозначив  00 ln
~ CC   и упростив результат, получим 

.)(
2
0

x
Cxz   

Сделав теперь обратную подстановку )()( xyxz  ,  получим 
еще одно уравнение с разделяющимися переменными  


  dx

x
Cdydx

x
Cdy

x
Cy

2
0

2
0

2
0  

Интегрируя это уравнение  и обозначив  01 CC  , окончательно 
находим 

2
1)( C

x
Cxy  . 
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1.4. Линейные дифференциальные уравнения 
 
Линейным дифференциальным уравнением 1-го порядка на-

зывается уравнение вида 

)()( xqyxpy  .                         (1.7) 

Если  0)( xq , уравнение называется линейным однородным, в про-
тивном случае  — линейным неоднородным. 

Рассмотрим один из методов решения ДУ (1.7), который назы-
вается методом вариации произвольной постоянной. 

Рассмотри сначала однородное ДУ 

0)(  yxpy .                           (1.8) 

Это уравнение легко решается как уравнением с разделяющи-
мися переменными: 

dx
dyy    yxp

dx
dy

)(    
 dxxp

y
dy

)( , 

откуда  1)(ln Cdxxpy     или   
dxxp

Cey
)(

. 

 Полученная функция является общим решением однородного 
ДУ (1.8). Для нахождения общего решения заменим константу С на 
неизвестную функцию )(x  и предположим, что функция 


dxxp

exy
)(

)(  
является решением неоднородного уравнения (1.7).  

 

Пример 1.4. Решить уравнение .13 2  xyyx  

Решение. Рассмотрим линейное однородное ДУ 

.03  yyx  

Решим его методом разделения переменных: 

y
dx
dyx 3   




x
dx

y
dy

3    xCy ln3ln 1     .3Cxy   
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Заменим теперь константу С на неизвестную функцию )(x :  

)(3 xxy  . 
Эта функция является решением заданного (неоднородного) ДУ, и, 
следовательно, должна ему удовлетворять. Подставим функцию и ее 
производную в заданное ДУ: 

)()(3 32 xxxxy  ;   13 2  xyyx      

  1)(3)()(3 2332  xxxxxxxx . 

Упростив, получим 

4

2 1
)(

x
xx 

    C
xx

dx
xx

x 








 

342 3

1111
)( . 

Таким образом, 

3

1

3

11
)()( 23

3
33 






  xCx

xx
Cxxxxy . 

 
Отметим, что решение линейного дифференциального урав-

нения (1.7) можно найти и другими способами, например, методом 
Бернулли [**].  

 
 

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ   
С  ЧАСТНЫМИ  ПРОИЗВОДНЫМИ  

2.1. Основные понятия 

Дифференциальным уравнением с частными производны-
ми (ДУЧП) называется уравнение, содержащее искомую функцию 
от нескольких аргументов, ее частные производные, а также сами 
аргументы. 

Порядком такого дифференциального уравнения называется 
порядок старшей производной, в него входящей. 

Например,  

),(3 32 yxuyx
y
uxy

x
ux 







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является ДУЧП первого порядка функции двух переменных  
),( yxfu  , а 

t
uxyz

zyx
u







3

 

— ДУЧП третьего порядка функции четырех переменных 
),,,( tzyxfu  . 

Решением ДУЧП называется функция, обращающая уравне-
ние в тождество при всех допустимых значениях независимых пере-
менных. 

Например, легко убедиться, что функция  

yexxyyxu 322),(   

является решением дифференциального уравнения 

xy
x
u

4

 . 

 

2.2. Особенности решения дифференциальных уравнений  
с частными производными 

Пусть ),( yxfu   — функция двух переменных. Рассмотрим 
уравнение 

0



x
u

.                                             (2.1) 

Ясно, что искомая функция ),( yxu  не зависит от переменной  х, но 
может быть любой функцией от переменной  у: 

)(),( yyxu  .                                       (2.2) 

Действительно, легко убедиться, что, дифференцируя подобную 
функцию по  х,  равенство (2.1) будет справедливым для любой 
функции  )( y . 

В этом заключается коренное отличие ДУЧП от обыкновен-
ных дифференциальных уравнений:  вместо произвольных постоян-
ных при интегрировании надо прибавлять к решению произвольную 
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функцию от тех аргументов, по которым не выполнялось интегри-
рование. 

Таким образом, общим решением дифференциального урав-
нения с частными производными называется функция, удовлетво-
ряющая заданному уравнению при всех допустимых значениях ар-
гументов и содержащая столько произвольных функций, каков по-
рядок данного уравнения. 

Частным решением ДУЧП называется функция, получен-
ная из его общего решения при замене произвольных функций на 
конкретные функции. 

Таким образом, выражение (2.2) является общим решением 
уравнения (2.1). Задавая вместо  )( y  конкретные функции, можно 
получить сколько угодно частных решений уравнения (1.1). Напри-
мер, его частными решениями будут функции 

yyxuyeyxuyyxu y ln1),();cos(),(;1),( 32  и т.д. 

 

2.3. Решение простейших дифференциальных уравнений  
с частными производными 

К простейшим ДУЧП можно отнести уравнения, решаемые 
методом разделения переменных, рассмотренным в п.1.3 и примерах 
1.11.3. 

При этом будем учитывать, что частная производная, напри-
мер, по переменной  х  функции нескольких переменных вычисляет-
ся в предположении, что все остальные аргументы этой функции 
зафиксированы (считаются равными константе).  Восстановить ис-
комую функцию в этом случае можно, если проинтегрировать ее 
производную по  х, так же считая все остальные аргументы констан-
тами и прибавляя к результату произвольную функцию от этих ар-
гументов. 

Пример 2.1. Найти функцию ),( yxfu  , если 

2xy
x
u





. 

Решение. Проинтегрировав данное выражение по х и считая  
у = const, получим 



 14

)(
2

)()(),(
22

22 yyxyxdxyydxxyyxu   , 

где )( y  — произвольная функция. В том, что данная функция яв-
ляется искомым общим решение, легко убедиться, продифференци-
ровав ее по  х. 

 
Пример 2.2. Найти функцию ),( yxfu  , если 

yx
x
u

cos212
2

2





. 

Решение. Это ДУЧП второго порядка. Сделаем замену 

x
uyxz



),( . 

Так как  
x
z

x
u

x
u

xx
u

























2

2

2

2

.  Следовательно, с учетом 

замены заданное уравнение примет вид 

yx
x
z

cos212 



. 

Проинтегрировав его по  х, получим 

)(cos26)()cos12(),( 2 yyxxydxyxyxz   , 

где )( y  — произвольная функция.  
С учетом замены получим ДУЧП первого порядка 

)(cos26 2 yyxx
x
u





 

и, проинтегрировав его еще раз по  х, получим общее решение за-
данного дифференциального уравнения: 

)()(cos2),( 23 yyxyxxyxu  , 

где )( y  и )( y  — произвольные функции.  
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Пример 2.3. Найти функцию ),( yxfu  , если 

1

32







x
e

yx
u y

. 

Решение. Сделаем замену 
x
uyxz



),( . Тогда  

y
z

x
u

yyx
u




















2

. 

Следовательно, дифференциальное уравнение примет вид 

1

3







x
e

y
z y

. 

Проинтегрируем его по у: 

)(
)1(3

),(
3

x
x
eyxz

y




 , 

где  )(x  — произвольная функция. Таким образом,  

)(
)1(3

3

x
x
e

x
u y








. 

Проинтегрировав это соотношение по  х, получим 

)()(1ln
3

1
),( 3 ydxxxeyxu y   . 

Учитывая, что интеграл от произвольной функции также является 

произвольной функцией и обозначив  dxxx  )()( , получим 

общее решение заданного дифференциального уравнения: 

)()(1ln
3

1
),( 3 yxxeyxu y  , 

где )(x  и )( y  — произвольные функции.  

Пример 2.4. Найти общее решение уравнения  
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.24 23
3

zyx
zyx

u





 

Решение. Проинтегрируем данное уравнение последова-
тельно по x, y и z: 

  






 zyzyx

zy
uzyx

zyx
u

,624 24
2

23
3

 

    



  zxdyzyzyx
z
u

,,2 34  

    ),(,,),,( 234 yxdzzxdzdyzyzyxzyxu 
 





   , 

где ),( zy , ),( zy  и ),( zy  — произвольные функции своих аргу-
ментов. Первообразные от произвольных функций сами являются 
произвольными функциями. Вводя обозначения 

   dzzxzxdzdyzyzy  
 





  ,),(;,),( , 

получаем общее решение 

     ,,,),(,, 234 yxzxzyzyxzyxu   
где ),( zy , ),( zy  и ),( zy  — произвольные функции своих ар-
гументов.  
 

Пример 2.5. Найти общее решение уравнения  

x
u

yx
u








2

2

. 

Решение. Учтем, что  

















x
u

yyx
u2

. Тогда, обозначив  

x
uz



 , получим   
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z
y
z

2



   
 dy

z
dz

2     

 )(ln2ln xyz     yexz 2)( . 

Таким образом,  

yex
x
u 2)(



   )()(),( 2 ydxexyxu y   . 

Упростив выражение, получим 

)()(),( 2 yexyxu y  , 

где )(x  и )( y  — произвольные функции.  
 
 

2.4. Линейные однородные дифференциальные уравнения  
с частными производными первого порядка 

Линейное однородное ДУЧП первого порядка для функции 
двух переменных имеет вид 

0),(),( 21 







y
uyxg

x
uyxg ,                        (2.3) 

где  ),(1 yxg  и ),(2 yxg  — заданные функции. 

Рассмотрим линии уровня искомой функции  Cyxu ),( , ко-
торые являются неявно заданной функцией  )(xfy  .  По формуле 
производной неявно заданной функции 

y

x

u
uxy



 )( , 

с учетом которой уравнение (2.3) преобразуется в обыкновенное 
дифференциальное уравнение вида 

),(

),(
)(

1

2

yxg
yxgxy  .                                    (2.4) 

 Пусть Cyx  ),(  — общий интеграл (2.4). Тогда общее ре-
шение линейного ДУ (2.3) записывается в виде 
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 ),(),( yxFyxu  ,                                    (2.5) 

где F — произвольная дифференцируемая функция.  
 

Пример 2.6. Найти общее решение уравнения  

0)ctg(sin 







y
uxyx

x
u

. 

Решение. Это линейное однородное уравнение с частными 
производными 1-го порядка. По формуле (2.4): 

1

ctgsin
)(

xyxxy 
    xxyy sinctg  .           (2.6) 

Для решения получившегося неоднородного линейного уравнения 
воспользуемся методом вариации произвольной постоянной, рас-
смотренном в п. 1.4: 

xy
dx
dy

ctg    
 dxx

y
dy

ctg     

1lnsinlnln Cxy     xCy sin1 . 

Заменив  )(1 xgC  , получим 

xxgxxgxyxxgy cos)(sin)()(,sin)(  . 

Подставим найденные выражения в соотношения (2.6): 

xxxxgxxgxxg sinctgsin)(cos)(sin)(   

xxxg sinsin)(     1)(  xg    Cxxg  )( . 

Таким образом, 

xCxy sin)(    x
x

yC 
sin

, 

откуда, с учетом формулы (2.5), получим искомую функцию 
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





  x

x
yFyxu

sin
),( , 

где  F — произвольная функция своего аргумента. 

 

2.5. Задача Коши для дифференциальных уравнений  
с частными производными 

Задачей Коши называется задача отыскания частного реше-
ния дифференциального уравнения при наличии одного или не-
скольких  начальных условий (см. п.1.2).  

Для ДУЧП постановка задачи Коши в общем виде более 
сложна, чем для обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Кроме того, до сих пор не доказаны условия существования и един-
ственности решения ДУЧП1.  

Для ДУЧП первого порядка в качестве начального условия 
задается значение функции при фиксированном значении одного из 
аргументов, причем в дифференциальном уравнении обязательно 
должна присутствовать частная производная от этого аргумента. 
Причем, в отличие от задачи (1.4), начальное условие в общем слу-
чае задается не константой, а функцией от всех остальных аргумен-
тов, кроме зафиксированного. Так, для функции двух переменных 

),( yxuu  задача Коши будет иметь, например, вид 

























),(),(

;0,,,,

0 xgyxu
y
u

x
uutxF

                                 (2.7) 

где  )(xg  — заданная функция, а в дифференциальном уравнении 

обязательно присутствует 
y
u



. 

 
Пример 2.7. Найти функцию ),( yxfu  , если 

                                                      
1 См., например, https://ru.wikipedia.org, статья "Дифференциальное 

уравнение в частных производных". 
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13)0,(;sin 23 

 xxuyx

y
u

. 

Решение. Дана задача Коши, где начальное условие сформу-
лировано для 0y . Проинтегрировав дифференциальное уравнение 
по у, найдем его общее решение: 

)(cos),( 3 xyxyxu  , 

где )(x  — произвольная функция.  
Учтем начальное условие: 

13)()0,( 23  xxxxu , 

откуда  13)( 23  xxx .   
Тогда искомым частным решением будет функция  

1cos),( 233  xxyxyxu . 

 
Пример 2.8. Найти при  у > 0  функцию ),( yxfu  , если 

2/2 ),0(;0)4( yeyu
y
uxy

x
ux 








 . 

Решение. Данное ДУЧП является линейным однородным. 
По формуле (2.4) 

4
)(

2 


x
xyxy    







42x
xdx

y
dy

 

   1
2 4ln

2

1
ln Cxy  . 

Записав константу в виде логарифма:  CC ln
2

1
1  , получим 

4lnln2ln 2  xyC    
42

2




x
yC . 

С учетом (2.5), получим общее решение ДУ: 
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










4

),(
2

2

x
yFyxu , 

где  F — произвольная функция своего аргумента. 
Учтем начальное условие: 

2/),0( yeyu     









4
),0(

2yFyu . 

Так как  4/2/ 2yy ee   (при  у > 0), то   eF )( .  Таким образом, 
при  у > 0  решение задачи Коши имеет вид 

42
),(  x

y

eyxu . 
Убедимся в правильности решения, сделав проверку.  

4

1
;

)4( 2

4

32

4 22











 

x
e

y
u

x
xye

x
u x

y

x

y

. 

Подставив найденные частные производные в ДУ, получим 







 

4

1

)4(
)4(

2

4

32

42 22

x
exy

x
xyex x

y

x

y

 

0
44 2

4

2

4 22






 

x
xye

x
xye x

y

x

y

,  ч.т.д. 

Очевидно, что количество начальных условий в задаче Коши 
для ДУЧП должно совпадать с порядком дифференциального урав-
нения. При этом, если уравнение содержит старшую производную п-
го порядка по некоторому аргументу, необходимо задать значение 
искомой функции, а также всех ее частных производных по этому 
аргументу до (п1)-го порядка включительно, при фиксированном 
значении этого аргумента (см. пример 2.9). Если же старшая произ-
водная является смешанной, начальные условия задаются для раз-
ных аргументов (пример 2.10). 
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Пример 2.9. Найти функцию ),( yxfu  , если 

yx
x
u

cos12
2

2





; 

 y

x

y ey
x
ueyu 5cos6;52),1(

1








. 

Решение. Дана задача Коши для ДУЧП второго порядка. 
Общее решение ДУЧП найдено в примере 2.2: 

)()(cos2),( 23 yyxyxxyxu  ,  

)(cos26 2 yyxx
x
u





. 

Для нахождения функций  )( y  и )( y  учтем начальные условия: 

















.cos6)(cos26

;52)()(cos2),0(

0

yyy
x
u

eyyyyu

x

y

  

Из второго уравнения найдем  yy cos)(  , откуда yey 5)(  . 
Таким образом, искомая функция имеет вид 

yeyxxxyxu 5cos)(2),( 23  . 

Пример 2.10. Найти функцию ),( yxfu  , если 

;
6

1
2

2

y
x

yx
u





    











.cos273)3,(

;13),0(
2

2

xxxxu

yyu
 

Решение. Обозначим z
x
u





, тогда 
y
z

x
u

yyx
u




















2

. 

Получим 

)(
6

),(
6

1
2

x
y
xyyxz

y
x

y
z





, 

откуда   
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)()(
3

),()(
6 2

yx
y
xxyyxux

y
xy

x
u





 

— общее решение дифференциального уравнения, где  )(x , )(x  и 

)( y  — произвольные функции, причем dxxx  )()( . 

С учетом начальных условий получим систему уравнений 











.cos273)3()(3)3,(

;13)()0(),0(
22

2

xxxxxxxu

yyyu
 









.cos27)3()(

;13)()0( 2

xx
yy

 

Подставим  у = 3  в первое уравнение и исключим из системы  )3( : 








;cos27)3()(

;127)3()0(

xx
   1cos)0()(  xx , 

откуда можно предположить, что xx cos)(  .  Из первого уравне-

ния теперь найдем, что  23)( yy  .  
Подставив найденные функции в общее решение, получим 

решение задачи Коши: 

xy
y
xxyyxu cos3

3
),( 2

2

 . 

Отметим, что при решении подобных задач в общем случае 
получаются системы функциональных уравнений, решение которых 
может быть весьма затруднительным. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1. Найти общее решение дифференциального урав-
нения с частными производными первого порядка. 

а) 2xy
x
u





;       б) 
yxy

u 11





;       в) 
y
x

x
u 3





;       г) yx
y
u

2sin



; 
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д) 0







y
ux

x
uy ;    ж) 01 










 




y
u

x
y

x
u

;    з)  
y
uyx

x
u








2 . 

Задача 2. Найти общее решение дифференциального урав-
нения с частными производными второго порядка. 

а) 0
2

2




x
u

;        б) 1
2

2




y
u

;        в) yx
x
u 3
2

2





;        г) 
y
u

y
u








2

2

;  

д) yx
yx

u
3cos

2





;      е) 0

12









y
u

xyx
u

;      ж) 
x
uy

yx
u








2

2

.  

Задача 3. Найти общее решение дифференциального урав-
нения с частными производными третьего порядка. 

а) xy
yx

u





2

3

;   б) 
xyx

u 1
3

2

3





;    в) 
x

y
yx

u





2

3

;    г) xye
x
u





3

3

; 

д) 
2

2

3

3

x
u

x
u








;        е) 
yx

u
yyx

u






 2

2

3 1
;        ж) 

2

2

3

3

y
ux

y
u








. 

Задача 4. Решить задачу Коши. 

а) 0
2

,;
cos







 



 xu

x
y

y
u

.        б) xxu
y
uxy

x
u









)1,(;02 . 

в) 
x

x
y
uxu

y
u

y

12
;1)1,(;2

1
2

2 











;      

г) 1)0,(;sin39),2(;0 3
2




 xxuyyyu
yx

u
. 

д) 
yx

ueyuyx
x
u

x

y

cos

1
;2),0(;

0

32
2

2











. 

е) xe
y
uxxexue

y
u x

y

xyx ln;2sinln)1,(; 1

1

1
2

2







 



 . 
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3. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ   
С  ЧАСТНЫМИ  ПРОИЗВОДНЫМИ  

ВТОРОГО ПОРЯДКА 

3.1. Классификация линейных ДУЧП второго порядка 

В математической физике, для упрощения записи уравнений, 
пользуются следующими обозначениями частных производных:  

т.д.и;;;;
2

2

2

2

2

xyyyxxyx u
yx

uu
y
uu

x
uu

y
uu

x
u






















 

Тогда уравнение первого порядка для функции двух пере-
менных в общем виде можно представить как 

0),,,,( yx uuuyxF , 

а уравнение второго порядка 

0),,,,,,,( yyxuxxyx uuuuuuyxF . 

 
ДУЧП второго порядка называется линейным, если оно име-

ет вид 
 yxyyxyxx uuuyxFCuBuAu ,,,, ,                    (3.1)                                                 

где CBA ,,  – функции только от независимых переменных, а F  – 

линейная функция относительно аргументов .,, yx uuu  Если F  не 

линейна относительно этих аргументов, то уравнение называется 
квазилинейным. 

Для классификации ДУЧП (3.1) составляют уравнение, кото-
рое называется характеристическим: 

022  CdxBdxdyAdy ,                       (3.2) 

и вычисляют его дискриминант 

ACBD 42  .                                      (3.3) 

Уравнение называется  гиперболическим, если  0D ,  эл-
липтическим, если  0D ,  и  параболическим, если  0D . 
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3.2. Приведение линейных ДУЧП второго порядка 
к каноническому виду 

Линейное ДУЧП можно упростить, сделав замену перемен-
ных. Простейшая форма линейного ДУЧП называется  канониче-
ским видом этого уравнения. 

Для приведения ДУ (3.1) к каноническому виду разделим ха-

рактеристическое уравнение (3.2) на  2dx : 

  0
2







 C

dx
dyB

dx
dyA                                 (3.4) 

и решим полученное квадратное уравнение относительно величины  

dx
dy

. Получим два (при  0D ) дифференциальных уравнения  

A
DB

dx
dy

2


                                          (3.5) 

— уравнения характеристик. Решения этих ДУ можно предста-
вить в виде  общих интегралов  2,12,1 ),( Cyxf  .  В зависимости от 

типа ДУ вводятся новые переменные    и  .   

1) У ДУ гиперболического типа получаются два общих интеграла и 
новые переменные вводятся по формулам  ),(1 yxf , 

),(2 yxf . 
2) У ДУ параболического типа есть только один общий интеграл  

11 ),( Cyxf  , поэтому принимают  ),(1 yxf , а в качестве вто-
рой переменной берут произвольную функцию переменных  х  и  
у, линейно независимую с  . Для этого необходимо, чтобы вы-
полнялось условие 

0



 xyyx
yx

yx
.                          (3.6) 

3) У ДУ эллиптического типа получаются два комплексных общих 
интеграла, которые можно записать в виде  

2,121 ),(),( Cyxfiyxf  ,  тогда  ),(1 yxf , ),(2 yxf . При 
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этом функции  ξ и η должны быть линейно независимыми, т.е. 
удовлетворять соотношению (3.6). 

Теперь, введя новые переменные, можно найти частные 
производные искомой функции, используя формулы частных произ-
водных 1-го порядка для сложной функции  

xxx uuu   ;     yyy uuu   .                 (3.7) 

и частных производных 2-го порядка: 

xxxxxxxxxx uuuuuu  
22 )(2)( ;      

xyxyyxxyyxyxxy uuuuuu   )( ;       (3.8) 

yyyyyyyyyy uuuuuu  
22 )(2)( .      

Найденные по этим формулам производные надо подста-
вить в исходное уравнение и упростить его, приведя подобные сла-
гаемые. Полученное таким образом уравнение будет иметь наиболее 
простой вид и называться  каноническим. 

Пример 3.1. Установить тип и привести уравнение к кано-
ническому виду  

.0354  yxyyxyxx uuuuu  

Решение. Составим характеристическое уравнение и решим 
его по формулам (3.2)(3.5):   

054 22  dxdxdydy        054
2









dx
dy

dx
dy

,    

,4201642  ACBD  
0D      данное уравнение — эллиптического типа.  Тогда  

уравнения характеристик: 

2

4 D
dx
dy 

       
2

24

2

44 i
dx
dy 




        i
dx
dy

 2 . 

Это ДУ первого порядка с разделяющимися переменными.  
   Разделим переменные и проинтегрируем правую и левую 

части этого уравнения:   
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 dxidy  2      dxidy )2(    Cxiy  )2( . 

Таким образом, общими интегралами уравнений характери-
стик являются функции  2,12 Cixxy  . 

Введем новые переменные    и  , взяв за   вещественную, 
а за    мнимую часть общего интеграла:  xxy  ,2 .  Убе-
димся, что эти функции линейно независимые, воспользовавшись 
соотношением (3.6): 

01
01

12








yx

yx
. 

Вычислим частные производные функций  xxy  ,2   
по переменным  х  и  у: 

2x ;   1 y ;   0xx ;   0xy ;   0 yy ; 

1x ;   0y ;   0xx ;   0xy ;   0yy . 

Подставив найденные производные в формулы (3.7) и (3.8), получим 

  uuuuu xxx 2 ;       uuuu yyy . 

  uuuuuuuuu xxxxxxxxxx 44)(2)( 22 ; 

  uuuuuuuu xyxyyxxyyxyxxy 2)( ; 

  uuuuuuu yyyyyyyyyy
22 )(2)( . 

Подставим найденные значения вторых производных в ис-
ходное уравнение 

          02352444   uuuuuuuuu . 

Раскрыв скобки и приведя подобные слагаемые, получим 

  uuuu 37  

— канонический вид заданного эллиптического уравнения. 



 29

Пример 3.2. Установить тип, привести к каноническому ви-
ду и найти общее решение уравнения 

.02 22  yxyyxyxx uyuxuyuxyux  

Найти частное решение, если  yu x ln1
1




;  1
1


xxu . 

Решение. Составим характеристическое уравнение и найдем 
его решение:  

02 2222  dxyxydxdydyx     

    02 2
2

2 





 y

dx
dyxy

dx
dyx ,   04)2( 222  yxxyD . 

Так как дискриминант 0D   данное уравнение — параболиче-
ского типа. Составим уравнение характеристик (3.5): 

x
y

dx
dy

 . 

Это обыкновенное дифференциальное уравнение первого по-
рядка с разделяющимися переменными. Разделим переменные и 
проинтегрируем получившееся соотношение.   

 
x

dx
y

dy
     Cxy  lnln    или   Cxy  . 

Таким образом, общий интеграл уравнения характеристик имеет вид 

C
x
y
  и новую переменную    можно принять равной  

x
y

 .   

В качестве второй переменной η в случае параболического 
уравнения берется произвольная функция, линейно независимая с ξ. 
Естественно взять ее наиболее простой.  Положим  y .   

Убедимся в линейной независимости  ξ и η: 

0
10

1

2
2 




x
y

xx
y

yx

yx
  при  0y . 
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Найдем частные производные функций  
x
y

   и  y   по 

переменным  х  и  у: 

2x
y

x  ;   
xy
1

 ;   
3

2

x
y

xx  ;   
2

1

xxy  ;   0 yy ; 

0x ;   1y ;   0xx ;   0xy ;   0yy . 

Тогда по формулам (3.7) и (3.8) будем иметь: 

  u
x
yuuu xxx 2

;       uu
x

uuu yyy
1 ; 

  u
x
yu

x
yuuuuuu xxxxxxxxxx 34

2
22 2

)(2)( ; 

  xyxyyxxyyxyxxy uuuuuu )(

  u
x

u
x
yu

x
y

223

1 ; 

  yyyyyyyyyy uuuuuu 22 )(2)(

  uu
x

u
x

21
2

. 

Подставим найденные значения в заданное ДУ 







 








  u

x
u

x
yu

x
yxyu

x
yu

x
yx 22334

2
2 1

2
2  

0
121

22
2 






 













   uu

x
yu

x
yxuu

x
u

x
y  

и, приведя подобные слагаемые, получим  

02   uyuy . 

С учетом соотношения y  получим каноническую форму 
заданного ДУ: 

02   uu    или    
 uu 1

. 
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Найдем общее решение полученного уравнения. Для этого 
сделаем замену  ),(  zu . Тогда, считая (временно)  const , 

получим 





z

d
dz

     




d

z
dz

     )(lnln z   или  )(z , 

где  )( — произвольная функция. Вернемся к функции  и: 

),(  zu        )(u        

)()(
2

)(),(
2




  du . 

Для записи ответа в наиболее простой форме обозначим  

)(
2

1
)(  , тогда  )()(),( 2 u .  Подставив  вместо  ξ  

и  η  исходные переменные, получим 
















x
y

x
yyyxu 2),(  

— общее решение заданного ДУ, где    и   — произвольные 
функции. 

Найдем теперь решение задачи Коши. По условию 

    yyyyyu ln1),1( 2  . 

С учетом формулы производной сложной функции, 






























22
2

x
y

x
y

x
y

x
yyux  

    13
1




yyyyu xx . 

Таким образом, для нахождения функций  φ и ψ  получаем систему 
уравнений 

   
    









.1

;ln1
2

2

yyyy

yyyy
 

Продифференцируем первое уравнение: 



 32

      
y

yyyyy 1
2 2  . 

Из второго уравнения системы можно увидеть, что 

   
y

yyy 12  . 

Тогда 

 
yy

yy 1
1

1
2      

y
yy 2

2      
2

1

y
y  . 

Подставив найденную функцию в первое уравнение систе-
мы, получим 

  yy
y

y ln1
1

2
2       yy ln . 

Таким образом,   

 
2

2

2

1

y
x

x
y

y
y 






 ;      

x
y

x
yyy lnln 





 , 

и искомое частное решение имеет вид 

xyx
x
y

x
yyyxu lnlnln),( 2

2
2 

















. 

Для завершения решения задачи убедимся, что найденная 
функция действительно является решением заданного ДУ. Найдем 
частные производные: 

22

1
;0;

1
2;

1
;

1
2

y
uu

x
u

y
u

x
xu yyxyxxyx   

и подставим их в исходное уравнение: 

0
11

2
1

02
1

2
2

2
2

2 





 















 

y
y

x
xx

y
yxy

x
x  

   01121012 22  xx      

      0 = 0   (ч.т.д.) 
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Задачи для самостоятельного решения 

Задача 5. Определить тип линейного ДУЧП второго порядка 
и привести его к каноническому виду. 

а) 0)1(2)1( 222  xyyxx uxxuux .  б) 04  yyxx uu .   

в) 022 2  yyyxyxx uuxuxu .  г) 0 yyxx uyu . 

д) 0)1()1( 22  yxyyxx uyuxuyux . е) 0 yyxx uxu . 

ж) 0)cos2(sin2 2  yyxyxx uxxuu .  з) 04 22  yy
x

xx ueuy . 

и) 0)1(2)1( 222  yyyxx uyyuyu . 

к) 02 2322  xyyxyxx uyuxuyxuxy . 

Задача 6. Определить тип линейного ДУЧП второго поряд-
ка, привести его к каноническому виду и найти общее решение. 

а) 06232  yxyyxyxx uuuuu . 

б) 022  yxyyxx uuuyux   (при  0,0  yx ). 

в) 0coscossin2 2  xuxuxuu yyyxyxx . 

г) 02 22  yxyyxyxx uyuxuyuxyux . 

д)      xyyxyxx uxyxuxxuu 2sin4sin3cos2 2  

  0168sin9cos)2(42cos2  yuxyxxxyx . 

Задача 7. Найти общее решение ДУЧП второго порядка,  
приведя его к каноническому виду, и частное решение, соответст-
вующее заданным начальным условиям. 

а) 0;3;032
0

2
0


 yyyyyxyxx uxuuuu . 

б) ;0sinsincos2 2  xuxuxuu yyyxyxx  1;
00


 yyy uyu . 

в)   );2(2)1(24)1( 222
yxyyxyxx uuyuuyuyy   

xuxxu
yyy 4;3

0

2
0




. 
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Ответы 

Ответы к задаче 12. 

а) )(
2

1
),( 22 yyxyxu  .       б) )(ln),( xy

x
yyxu  . 

в) )(
4

),(
4

y
y

xyxu  .        г) )(2cos
2

1
),( xyxyxu  . 

д)  22),( yxFyxu  .       ж) 









2
),(

2xxyFyxu . 

з) 













  yxeFyxu x

4

1

2
),( 2 . 

Ответы к задаче 2. 

а) )()(),( yyxyxu  .      б) )()(
2

),(
2

xxyyyxu  . 

в) )()(
20

),(
5

yyxyxyxu  .    г) )()(),( xexyxu y  . 

д) )()(3sin
3

1

3

2
),( 3 xyyxxyyxu  . 

е) )(
1

)(),( y
x

xyxu  .  Указание.  Сделать замену 
y
uz



 . 

ж) )()(),(
2

yexyxu y  . 

Ответы к задаче 3. 

а) )()()(
12

1
),( 23 xyyxyxyxu  .      

                                                      
2  В ответах ко всем задачам  F, φ, ψ, ω, Φ, Ψ — произвольные 

функции своих аргументов.  
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б) )()()(
2

ln

2

3
),(

2

xxyy
xyxyyxu  . 

в) )()()(
3

2
),( 32 xyyxxyyxu  .         

г) )()()(
2

1
),(

2

3
yyxyxe

y
yxu xy  . 

д) )()()(),( yyxyeyxu x  . Указание:  замена  
2

2

x
uz




 . 

е) )()()(
2

),(
2

yxxyyxu  . 

ж) )()()(),( xxyxeyxu xy  . 

Ответы к задаче 4. 

а) 
x
yyxu 1sin

),(


 .   Общее решение:  )(
sin

),( x
x

yyxu  . 

б) yxyxu ln),( 2  .   Общее решение:   2

),( xeyFyxu  . 

в) 
x

yyyxu 1
),( 2 

 .    Общ. реш.:  )()(),( 2 xxyyyxu  . 

г) yyxyxu sin31),( 3  .  Общее реш.:  )()(),( yxyxu  . 

д) ye
y

xyxxyxu 3
24

2
cos212

),(  .  

Общее решение:  )()(
212

),(
24

yyxyxxyxu  . 

е) xxyeyxu yx 2sinln),(   .  

Общее решение:  )()(),( xxyeyxu yx   . 
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Ответы к задаче 53. 

a) 0u , гиперболическое, yx arctg ,  yx arctg .  

б)  0u , гиперболическое, yx 2 ,  yx 2 . 

в)    uu ,  параболическое, yx


2

2

,  x . 

г)  0y :  
)(2 


 



uu
u , гиперболич., yx 2 ,  yx 2 ; 

0y :   


 


u
uu , эллиптическое, x ,  y 2 .   

д)  0  uu , эллиптич.,  21ln xx  ,   21ln yy  . 

е)  0x :  
)(6 


 



uu
u , гиперболич., yx  2

3

3

2
,  yx  2

3

3

2
; 

0x :   0
3




 


u
uu , эллиптическое, 2

3

)(
3

2 x ,  y .   

ж)  0cos   uuu , эллиптическое, x ,  xy cos . 

з)  
)(4)(2 







 



uuuu
u , гиперболич., xey  2 ,  xey  2 . 

и)  0  uu , эллиптическое, y ,  xarctg . 

и)  
2

22







 



uu
u , параболическое, 22 yx  ,  x . 

к)  0x :  
)(2 


 



uu
u , гиперб., xxy 2 ,  xxy 2 ; 

0x :   


 


u
uu , эллиптическое, xy  ,  x 2 ; 

0x :   0yyu , параболическое. 

                                                      
3  В ответах к задаче 5 указаны канонический вид ДУЧП, его тип и 

рекомендуемая замена переменных.  
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Ответы к задаче 6. 

a) )3()(),(
)3(

2

1

xyyxeyxu
xy




;  канонич. вид:    uu2 ,  

xyxy  ;3 . 

б)    xyxyyxu ),( ;  канонич. вид:  0u .    

общее решение     xyxxyxyxu sinsin),(  . 

в) )cos()cos(),( xxyxxyyxu  ;  кан. вид:  0u .  

г) )()ln()(),( xyxxyyxu  ;  канонич. вид:  0  uu   при 

замене  xxy  ;   (ДУ параболического типа)4. 

д) )()(),( 22 yxyxyyxu  ;  канонич. вид:  0u   при замене  

yyx  ;2   (ДУ параболического типа). 

 

Ответы к задаче 7. 

a) 223),( yxyxu  , общее решение:  )3()(),( yxyxyxu  . 

б) xyyxu sin),(  ,  

общее решение     xyxxyxyxu sinsin),(  . 

в) xyyyxxyxu 4423),( 232  ,  

общее решение     yxyxyxu 223),( 3  . 
 

                                                      
4 В ДУ параболического типа функция   выбирается произвольно, 

причем и канонический вид ДУ, и общее решение зависят от выбора  . 
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