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ВВЕДЕНИЕ 

Основной целью изучения дисциплины «Дополнительные главы 
математики» является приобретение и закрепление магистрантами зна-
ний различных математических методов и навыков их применения к 
практическим задачам, умении критически оценить полученный ре-
зультат и уметь проверить его правильность, а также дальнейшее раз-
витие математического мышления и приобретение опыта в самостоя-
тельном чтении учебной литературы и грамотном оформлении полу-
ченных результатов.  

В методических указаниях, предназначенных для самостоятельно-
го изучения магистрантами, рассмотрен раздел "Операционное исчис-
ление" и возможности применения его методов к решению задач элек-
тротехники. Приведены теоретические основы, рассмотрены некото-
рые задачи, даны задачи для самостоятельного решения. 

В результате освоения данной темы магистрант должен:  
 знать основные понятия и методы операционного исчисления,  

играющих важную роль в ряде задач электротехники; 
 уметь составлять дифференциальные и интегральные уравне-

ния, а также системы уравнений, соответствующие различным элек-
трическим схемам и находить их решения операторными методами; 

 уметь применять методы моделирования и анализа при реше-
нии инженерных задач;  

 владеть инструментарием  для решения математических  за-
дач в своей предметной области,  навыками математической  формали-
зации инженерных задач, навыками решения типовых задач.  
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1. Операционное исчисление. 
Основные теоретические сведения 

 
Кусочно-непрерывная функция     ,, ttf , называет-

ся оригиналом, если выполняются следующие условия:  
   0tf  при 0t ; 

 существуют постоянные числа 0M  и 00  , такие, что 

для всех 0t  выполняется неравенство   tMtf 0σe . 

Число 0  называется показателем роста функции  tf . 

Несобственный интеграл  dttfpt




0

e , где iwp  , назы-

вается интегралом Лапласа. 
Если функция  tf  – оригинал с показателем роста 0 , то 

интеграл Лапласа сходится при 0Re p . 

Изображением оригинала  tf  называется функция  pF , 
определяемая равенством  

   dttfpFtf pt



0

e)( , 0Re p .                (1) 

Соотношение (1.1), при помощи которого оригиналу  tf  

ставится в соответствие его изображение  pF , называется преобра-
зованием Лапласа.  

Свойства преобразования Лапласа следующие: 
1) если  tf  – оригинал и  pFtf )( , то   0lim 


pF

p
; 

2) свойство линейности:  если   pFtf )( ,   pGtg )( , то 

)()()()( pGpFtgtf  . 

3) свойство подобия:  если   pFtf )( ,  то 









pFtf 1

)( . 

 
4) теорема смещения:  если  pFtf )( , то   apFtfeat )( . 

5) теорема запаздывания:  если  pFtf )( , то 
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.,

;,0
e τ

ttf
t

tfpFp  

6) теорема о дифференцировании оригинала:  если  tf ,  tf  , ..., 
   tf n  – оригиналы и  pFtf )( , то 

     0fppFtf  ;     

       002 fpfpFptf  ;    .... ; 

              0...00)( 121   nnnnn ffpfppFptf . 

7) теорема о дифференцировании изображения:  если  pFtf )( , 
то 

 ttf
dp
dF

 ;     tft
dp

Fd 2

2

2

 ;    ....         tft
dp

pFd n
n

n
n 1 . 

8) теорема об интегрировании оригинала:  если  pFtf )( , то 

   
p
pFdttf

t


0

. 

9) теорема об интегрировании изображения:  если  pFtf )( , то 

   



p

dppF
t
tf

. 

 
С помощью преобразования Лапласа и теоремы смещения 

можно составить таблицу изображений и оригиналов (см. табл.1).  
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Таблица 1.  
Оригиналы и их изображения 

p
1

1  
22

cos
bp

pbt


    22cose
bap

apbtat




  

ap
at




1
e  

22
sin

bp
bbt


    22sine
bap

bbtat


  

1

!
 n

n

p
nt  

22
ch

bp
pbt


  
22)(

ch
bap

apbteat




  

  1

!
e 

 n
atn

ap
nt  

22
sh

bp
bbt


  
22)(

sh
bap

bbteat


  

 
Пример 1. Найти изображение для оригинала 

   tettetf tt 3cos2sh 233  .  

Решение. Воспользуемся таблицей оригиналов и изображений, 
а также свойством линейности. Тогда 

 
134

2

4

2

)3(

6
)(

224 









pp

p
pp

pFtf . 

 
Пример 2. Найти оригинал  tf  по заданному изображению 

    521

35
2 



ppp

ppF . 

Решение. Для нахождения оригинала, отвечающего правиль-
ной рациональной дроби, разложим ее на сумму простейших дробей: 

     521521

35
22 











pp
CBp

p
A

ppp
ppF . 

Приведем дроби к общему знаменателю и составим систему уравне-
ний, приравняв коэффициенты при одинаковых степенях р: 
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)1)(()52(35 2  pCBpppAp  

 














;35

;52

;0

CA
CBA

BA
 















;35

;5352

;

AC
AAA

AB
  















.2

;1

;1

C
B
A

 

Таким образом, 

 
 

















41

2

1

1

52

2

1

1
22 p

p
ppp

p
p

pF  

   












2222 21

2

2

3

21

1

1

1

pp
p

p
 

teteetf ttt 2sin
2

3
2cos)(   . 

 
2. Решение дифференциальных уравнений 

операторными методами 
 
Пусть нужно найти решение неоднородного линейного урав-

нения второго порядка с постоянными коэффициентами  

 tfyayaya  210 ,                                 (2)  

удовлетворяющее следующим начальным условиям:  

  00 yy  ;   10 yy  .                                   (3) 

Для нахождения решения к обеим частям уравнения (2) при-
меним преобразование Лапласа (1). Пусть функция  )(ty  и ее произ-

водные являются оригиналами и )()( pYty  . Тогда по теореме о 
дифференцировании оригинала 

     0yppYty  ;          002 ypypYpty  . 

Пусть )()( pFtf  . Тогда, подставив найденные выражения в диф-
ференциальное уравнение (2), получим соответствующее ему опе-
раторное уравнение: 



 8 

         pFayapaypFpYpA 101100  ,              (4) 

где   21
2

0 apapapA   – характеристический многочлен урав-
нения (2). 

Решив (4) относительно  pY , найдем операторное решение 

   
 pA

pFpY 1 . 

Оригинал, отвечающий этому изображению, является решением ис-
ходной задачи Коши (2)(3).  

Аналогично можно решить линейное дифференциальное 
уравнение любого порядка. 

 
Пример 3. Найти решение задачи Коши tyy 2cos24  ; 

    40,00  yy . 

Решение. Пусть )()( pYty  , тогда  

   ppYty  ;       42  pYpty ; 

4

2
2cos2)(

2 


p
pttf . 

Таким образом, уравнение в изображениях примет вид:  

4

2
)(44)(

2

2




p
ppYpYp       4

4

2
)()4(

2

2 



p

ppYp , 

откуда   
4

4

)4(

2
222 





pp

ppY . 

Возвращаясь к оригиналам, будем иметь 

t
pp

2sin2
4

2
2

4

4
22







. 

По теореме о дифференцировании изображения  

    tttt
pdp

d
p

p
2sin

2

1
2sin

2

1

4

2

2

1

4

2
222














. 
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Таким образом, окончательно получаем:    tttty 2sin22sin
2

1
 . 

 
Пример 4. Решить систему дифференциальных уравнений 

zy  ; ttyz  ee  с начальными условиями     000  zy . 
Решение. Система уравнений в изображениях имеет вид 

   
   















1

1

1

1
;

pp
pYppZ

pZppY
  или  

   
   












.
1

2
;0

2p
pppZpY

pZppY
 

Вычислим определитель этой системы и вспомогательные опре-
делители: 

1
1

1 2 



 p

p
p

;   
1

2

1

2
10

2
2 







p
p

p
p

p
Y ;  

1

2

1

2
1

0

2
2 





p

p

p
p

p
Z . 

По формулам Крамера получим изображения искомых решений 
(операторное решение системы): 

  ;
)1(

2
22 


p

ppY    
22

2

)1(

2




p
ppZ . 

Найдем оригиналы, отвечающие полученным изображениям: 

  tt
pdp

d
p

p
sh

1

1

1

2
222














; 

      ttttt
dt
d

p
pp

p
p

chshsh
1

2

1

2
2222

2







 

Таким образом, окончательно имеем   ttty sh ,   ttttz chsh  . 
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3. Свертка функций. Решение некоторых 
интегральных уравнений 

 
Если  tf  и  tg  – оригиналы, то их сверткой называется 

функция 

          dsstfsgdsstgsftgf
tt

 
00

* . 

Пример 5. Найти свертку функций   ttf   и   ttg sin . 
Решение.  

     











  )cos(;

)sin(;
sin

0

* stvdsdu
stdvsu

dsststgf
t

 

      ttsttdsststs
ttt

sinsincoscos
000

  . 

 
Теорема о свертке. Если        pGtgpFtf  , , то 

   )()(* pGpFtgf  . 
 
Пример 6. Найти оригинал, отвечающий изображению 

 
)4)(1( 22 


pp

ppF . 

Решение. Представим данную функцию  pF  в виде произ-
ведения двух изображений с известными оригиналами  

     pFpF
pp

p
pp

ppF 212222 1

1

4)4)(1(






 . 

Так как    tft
p

ppF 121 2cos
4




 ;     tft
p

pF 222 sin
1

1



 ,  

то по теореме о свертке 
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            dtdtffpFpF
tt

sin2cos
0

2

0

121  

     
t

dtt
0

sin3sin
2

1     



 

t

tt
0

cos3cos
3

1

2

1
 

tttttt 2cos
3

1
cos

3

1
cos2coscos

3

1
2cos

3

1

2

1




  . 

Таким образом, получаем: tt
pp

p
2cos

3

1
cos

3

1

)1)(1( 22



. 

 
 

Пример 7. Решить интегральное уравнение    
t

st tdssx
0

e . 

Решение. Интеграл в левой части уравнения представляет собой 

свертку функций   ttf e  и  tx . Запишем данное уравнение в виде  

   ttxf *  

и применим теорему о свертке:     )()(* pXpFtxf  . 

Учитывая, что 2/1 pt   и   )1/(1  petf t , получим  

 
1

1
2 


p
pX

p
      t

ppp
ppX 


 1
111

22
 

Таким образом, решением данного уравнения является 
функция   ttx 1 . 

 
Пример 8. Решить интегральное уравнение  

        
t

dssxstttx
0

cos2sin . 

Решение. Положим   ttf cos  и перепишем уравнение в ви-

де     txfttx *2sin  . 
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Переходя к изображениям и используя теорему о свертке, 
получим 

       pX
p

p
p

pXpF
p

pX
1

2

1

1
2

1

1
222 







 . 

Тогда  

   txt
ppp

ppX t 






 e

)1(

1

)1/(21

)1/(1
22

2

. 

 
 

4. Интеграл Дюамеля 
 
Рассмотрим задачу Коши для уравнения (2) с однородными 

(нулевыми) начальными условиями     00,00  yy . Операторное 
решение в этом случае имеет вид  

     pF
pA

pY 1
 . 

Функция  pA
1

 называется передаточной, а ее оригинал  tw  

— весовой функцией. По теореме о свертке получим  

        dssfstwtfwty
t

 
0

* .                         (5) 

Соотношение (5) называется интегралом (формулой) Дюамеля.  
При ненулевых начальных данных интеграл Дюамеля непо-

средственно не применим. В этом случае необходимо предваритель-
но преобразовать исходную задачу Коши к задаче с однородными 
(нулевыми) начальными условиями. Для этого вводим новую иско-
мую функцию  tz , полагая  

        ,10 ttztqtzty                        (6) 

где    0',0 10 yy   – начальные значения искомого решения  ty  
и его производной. 
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Как легко видеть,        0'0,00 10 yqyq   и, следо-

вательно,     000  zz . Подставив (6) в (2), получим для  tz  зада-
чу Коши с однородными начальными условиями  

     tftaatfzazaza 110211210  . 

Применяя (5), найдем сначала     tfwtz 1* , затем 

    tqty    tfw 1* . 
 
Пример 9. С помощью интеграла Дюамеля найти решение 

задачи Коши     10,20,
1

e
2 


 xxt

t
xxx

t

. 

Решение. Начальные данные не нулевые. Полагаем в соот-
ветствии с (6),     ttytx  2 . Тогда        tytxtytx  ,1 , и 

для определения  ty  получим уравнение  tf
t

yyy
t

11

e
2 


  с 

однородными начальными условиями.  
Для рассматриваемой задачи характеристический многочлен 

   22 112  ppppA , передаточная функция 2)1/(1)(/1  ppA , 

весовая функция   .e tttw   
По формуле Дюамеля (5) 

           tttds
s

stds
s

sttfwty t
t

t
st

st 






   1ln1e
1

e
1

e
e

00

1* . 

Окончательно       tttttx t  1ln1e2 . 
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5. Примеры применения методов операционного  
исчисления к задачам электротехники 

Пример 10. Для схемы, изображенной на рис. 1, составлена 
система дифференциальных уравнений и заданы начальные условия: 

.4)0(,2)0(

;

);()(

);()(

21

21

02
2

2

01
1

1























ii

iii

iete
dt
dii

iete
dt
dii

 

Решить систему метода-
ми операционного исчисления, 
найти функции  )(1 ti  и  )(2 ti ,  

если iie 2)(0  , ,)(1 tte   

tte sin30)(2  .  
Сделать проверку полу-

ченного решения. Построить 
графики найденных функций. 

Решение. Подставим в 
систему уравнений заданные условия и упростим ее: 














)(2sin30

);(2

21
2

2

21
1

1

iit
dt
dii

iit
dt
dii

  















.sin302

;2

21
2

21
1

tii
dt
di

tii
dt
di

    (7) 

Применим таблицу оригиналов-изображений и формулу 
дифференцирования оригинала: 

2

1

p
t  ;   

21

1
sin

p
t


 ;   )0()()()( fppF

dt
dfpFtf  . 

Тогда     

Рис. 1. 



 15

9

58
)()( 1

1  ppX
dt
dipXi ;   

9

86
)()( 2

2  ppY
dt
dipYi . 

Подставив найденные соотношения в систему (7), получим 















.
1

1
)()(2

9

86
)(

;
1

)(2)(
9

58
)(

2

2

p
pYpXppY

p
pYpXppX

 

Упростим полученную операторную систему: 

















9

86

1

1
)()1()(2

;
9

581
)(2)()1(

2

2

p
pYppX

p
pYpXp

 




















.

)1(9

96184
)()1()(2

;
9

958
)(2)()1(

2

2

2

2

p
ppYppX

p
ppYpXp

 

Решим эту систему, например, методом Крамера. 

)1)(3()21)(21(4)1(
12

21 2 



 ppppp
p

p
; 


















)1(9

192368

9

958
)1(

1
)1(9

96184

2
9

958

2

2

2

2

2

2

2

2

1 p
p

p
pp

p
p

p
p

p
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)1(9

192368)1()995858(
22

24223

pp
pppppp  

=
)1(9

993016723058
22

2345




pp
ppppp ; 



















2

2

2

2

2

2

2

2

2 9

18116

)1(9

96184
)1(

)1(9

96184
2

9

958
1

p
p

p
pp

p
p
p

pp
 







)1(9

18181161169696184184
22

2422345

pp
ppppppp

)1(9

185018420286
22

2345




pp
pppp . 

 

Получим 

)1)(3)(1(9

993016723058
)(

22

2345
1









pppp

ppppppX ;         (8) 

)1)(3)(1(9

185018420286
)(

22

2345
2









pppp

pppppY .        (9) 

Найденные функции )( pX  и  )( pY  являются изображе-

ниями искомых функций-оригиналов )(1 ti  и  )(2 ti  соответственно. 
Для нахождения оригиналов разложим алгебраическую дробь (8) на 
простейшие дроби: 







)1)(3)(1(9

993016723058
)(

22

2345

pppp
ppppppX  
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1
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M
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K
p

DCp
p
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p
A
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Приведя дроби к общему знаменателю и приравняв коэффи-
циенты при одинаковых степенях  р  в левой и правой частях равен-
ства, получим систему уравнений 
























.93

;923

;3013322

;672322

;230322

;58

B
BA

MKDBA
MKDCBA

MKDCBA
MKCA

 

Решив систему метод Гаусса,  получим 

.9;0;108;54;3;5  MKDCBA  

Тогда 

.
1

1

1

1
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1
6

1

3
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9
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1

9

1

1085435

9

1
)(
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p
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pp
p
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Пользуясь таблицей оригиналов и изображений, получим 

tetttti  sin12cos6
3

1

9

5
)(1 . 

Аналогично, из соотношения (9) найдем 
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;503322
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.9;0;27;81;6;4  MKDCBA  

Откуда,  

.
1

1

1

1
3

1
9

1

3

21

9

4

1

9

1

278164

9

1
)(

222

22
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p
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pp
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и, пользуясь таблицей оригиналов и изображений, получим 

tetttti  sin3cos9
3

2

9

4
)(2 . 

Таким образом, мы получили ответ:  

tetttti  sin12cos6
3

1

9

5
)(1 , 

tetttti  sin3cos9
3

2

9

4
)(2 . 

Выполним проверку полученного решения. Проверим снача-
ла выполнение начальных условий: 

9

58
16

9

5
)0sin(12)0cos(60

3

1

9

5
)0( 0

1  ei , 

9

86
19

9

4
)0sin(3)0cos(90

3

2

9

4
)0( 0

2  ei . 



 19

Таким образом, значения найденных функций при  0t  
совпадают с заданными начальными условиями. Проверим теперь 
выполнение системы дифференциальных уравнений. 

tett
dt

tdi  cos12sin6
3

1)(1 ,  tett
dt

tdi  cos3sin9
3

2)(2  . 

Первое уравнение: 







  tettii

dt
di

cos12sin6
3

1
2 21

1







 






   tt etttettt sin3cos9

3

2

9

4
2sin12cos6

3

1

9

5  

;)211(cos)18612(

sin)6126(
3

4

3

1

9

8

9

5

3

1

tet

tt

t 







 






 



 

Второе уравнение: 







  tettii

dt
di

cos3sin9
3

2
2 21

2







 






   tt etttettt sin3cos9

3

2

9

4
sin12cos6

3

1

9

5
2  

.sin30)121(cos)9123(

sin)3249(
3

2

3

2

9

4

9

10

3

2

tet

tt

t 







 






 



 

Таким образом, оба уравнения заданной системы обращают-
ся в тождества, верные при любом значении  t. 

Графики найденных функций показаны на рис. 2. 
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Пример 11. Для схемы, изображенной на рис. 3, составить 
дифференциальное уравнение, решить его с помощью интеграла 
Дюамеля и определить зависимость силы тока от времени, если 

R = 6 Ом, L = 1 Гн, C = 40 мФ,  

 ttete
t

16sin22816cos464
257

)(   В, 

в начальный момент 
времени  60)0( i А, 

190)0( 
dt
di

А/с. Сде-

лать проверку полу-
ченного решения. По-
строить график най-
денной функции. 

Решение. Для 
электрической схемы рис. 3 справедливо дифференциальное урав-
нение, составленное по 2-му закону Кирхгофа: 

)()0(
1

0

teuidt
Cdt

diLiR C

t

  . 

Рис. 3. 

Рис. 2. 
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Продифференцировав его по t, получим ДУ 2 порядка отно-
сительно силы тока  )(ti :  

dt
tde

C
i

dt
diR

dt
idL )(
2

2

 . 

Подставим данные из условия задачи: 

 

 tte

tte
dt

tde

t

t

16cos1622816sin16464
257

16sin22816cos464
257

)(




, 

 tte
dt

tde t 16sin2816cos16
)(

 . 

Таким образом, 

 ttei
dt
di

dt
id t 16sin2816cos16256
2

2

 . (10) 

Так как начальные данные не нулевые: 60)0( i , 

190)0( 
dt
di

, для применения интеграла Дюамеля сделаем замену 

переменной по формуле 

    )0()0(
dt
ditititz          ttitz 19060  . 

Легко убедиться, что  060)0()0(  iz   и   

0190)0()0( 
dt
di

dt
dz

. 

Тогда  ttzti 19060)()(  ,  190
dt
dz

dt
di

,  
2

2

2

2

dt
zd

dt
id
 . 

Подставим найденные соотношения в (10): 
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   ttetz
dt
dz

dt
zd t 16sin2816cos1619060251906
2

2







   

  tttez
dt
dz

dt
zd t 4750036016sin2816cos16256
2

2

 ,      (11)                        

где    

  tttetf t 4750036016sin2816cos16)(1  .  (12) 

Решим уравнение (11) с нулевыми начальными условиями с 
помощью интеграла Дюамеля. Составим характеристический мно-
гочлен данного уравнения: 

  2562  pppA . 

Тогда передаточная функция 

222 4)3(

1

256

11







pppA
, 

а весовая функция     .4sin
4

11 31 te
pA

Ltw t 







  

По формуле Дюамеля с учетом  )(tw  и  (12)  получим: 

         dsstwsftfwtz
t

0

11 )(  

  
  

t

sts dsstessse
0

)(3 )(4sin
4

1
4750036016sin2816cos16 . 

Откуда   

    tetttetz tt 16sin
8

1
601904sin34cos603   , 

и, с учетом ttzti 19060)()(  , получим решение поставленной 
задачи: 
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    tetteti tt 16sin
8

1
4sin34cos603   . 

Для проверки полученного решения найдем первую и вто-
рую производные функции  )(ti  и подставим их в левую часть (10): 

 i
dt
di

dt
id

256
2

2

 

tetetete tttt 4cos3484sin146116cos416sin
8

255 33    + 







   tetetete tttt 4cos1924sin23116cos216sin

8

1
6 33  + 







   tetete ttt 4cos604sin316sin

8

1
25 33  = 

  





 

 tete tt 16cos12416sin
8

256255
 

+       tete tt 4cos150011523484sin7513811461 33  

 ttet 16sin2816cos16  , 

Таким образом, найденная функция обращает заданное диф-
ференциальное уравнение в тождество, верное при любом значении  
t. 

Убедимся также, что выполняются начальные условия. 

    60)0sin(
8

1
)0sin(3)0cos(600 00  eei , 

.1901922

)0cos(192)0sin(231)0cos(2)0sin(
8

1
)0( 0000



 eeee
dt
di
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Таким образом, значения найденной функции и ее первой 
производной при  0t  совпадают с заданными начальными усло-
виями задачи, что и требовалось доказать. 

График найденной функции  )(ti  приведен на рис. 4. 

 
 

Вопросы для самопроверки 

1. Какая функция называется оригиналом?  

2. Что называется преобразованием Лапласа?  Что такое Лаплас-
образ, как он ещё называется? Как обозначается соответствие 
между оригиналом и Лаплас-образом?  

3. Сформулируйте простейшие свойства преобразования Лапласа.  

4. Чему равны изображения простейших функций (функция Хеви-
сайда,  btbteat cos,sin, )?  

5. Сформулируйте теорему смещения (затухания).  

6. Сформулируйте теорему запаздывания. 

7. Как определить изображение импульсной и периодической 
функции? 

Рис. 4. 
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8. Что такое свёртка оригиналов, какие у неё свойства?  

9. Сформулируйте теорему о свёртке оригиналов.  

10. Сформулируйте теоремы интегрирования и дифференцирования 
оригиналов.  

11. Сформулируйте теоремы интегрирования и дифференцирования 
изображений.  

12. В чём идея операторного метода решения линейных дифферен-
циальных уравнений?  

13. Что такое операторное решение дифференциального уравнения?  

14. Что такое интеграл  Дюамеля?  

15. Для решения каких дифференциальных уравнений целесообраз-
но применять интеграл Дюамеля? 

16. Что называется системой линейных алгебраических уравнений? 

17. В каких случаях система алгебраических уравнений имеет един-
ственное решение? множество решений? не имеет решения? 

18. Укажите методы решения систем линейных алгебраических 
уравнений. 
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