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ВВЕДЕНИЕ 

 

Большое число задач, связанных с анализом физических по-

лей описываются дифференциальными уравнениями в частных про-

изводных. К сожалению, во многих случаях, представляющих прак-

тический интерес, найти аналитическое решение таких задач трудно 

или практически невозможно. Это обычно обусловлено сложной 

формой или неоднородностью свойств области, в которой отыскива-

ется решение. Однако результат можно получить численно с помо-

щью компьютера. Поэтому методы решения дифференциальных 

уравнений на ЭВМ широко применяются в инженерной практике. 

Методические указания содержат краткие теоретические 

сведения по решению дифференциальных уравнений в частных про-

изводных методом конечных разностей, который является одним из 

наиболее распространенных численных методов решения уравнений 

с частными производными (уравнений математической физики). 

Рассмотрены основные понятия и методы решения диффе-

ренциальных уравнений в частных производных: классификация 

уравнений в зависимости от их математической природы и физиче-

ского смысла, постановка задач Дирихле и Неймана, понятия схо-

димости, устойчивости, погрешности метода конечных разностей 

при аппроксимации уравнений эллиптического типа. 

Приведены примеры решения задачи Дирихле для уравнения 

эллиптического типа (Пуассона и Лапласа). Представленные в мето-

дических указаниях алгоритмы решения реализованы в специализи-

рованном математическом пакете MathCAD. 

Данный материал изучается студентами направления подго-

товки 22.04.01 в разделе «Инженерный анализ и компьютерное 

моделирование различных процессов». 
 

КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ ПО МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 

ФОРМЕ 

Подходы к решению дифференциальных уравнений с частны-

ми производными определяются их математической формой. По-

этому рассмотрим классификацию уравнений с этой точки зрения. 
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Во многих случаях для описания физических процессов ис-

пользуют уравнений с частными производными до второго порядка 

включительно. 

Так, например, изучение свободных колебаний различной 

природы приводит к волновым уравнениям вида 
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где ),,,( tzyxu  – функция, описывающая волновой процесс, zyx ,,  

– координаты, c  – скорость распространения волны в данной среде, 

t  – время. 
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 принято обозначать значком  , кото-

рый в этом случае носит название оператора Лапласа. 

Процессы распространения тепловой энергии описываются 

уравнением теплопроводности 
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где   и C  – плотность и теплоемкость вещества, T  – температура, 

k  – коэффициент теплопроводности, Q  – плотность источников 

тепла. 

Анализ стационарных состояний, например, статических теп-

ловых, электрических, магнитных полей или деформаций при стати-

ческих нагрузках проводят, используя уравнение Пуассона 
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где ),,( zyxu  – функция, описывающая статическое поле, ),,( zyxf  

– распределенные источники. Если 0),,( zyxf , то (3) обращается 

в уравнение Лапласа: 
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Известны и другие виды задач и соответствующие им диффе-

ренциальные уравнения в частных производных, например, уравне-

ние диффузии или уравнение Гельмгольца. 

Несмотря на различие процессов, описываемых рассмотрен-

ными уравнениями, и форм их записи, все они с математической 

точки зрения могут быть представлены как частные случаи обоб-

щенной формы дифференциального уравнения второго порядка. 

Рассмотрим уравнение второго порядка с двумя независимы-

ми переменными x  и y : 
 

    (5) 

где CBA ,, и D  – некоторые функции, зависящие в общем случае от 

x , y , u , xu   и yu  , причем BA,  и C  одновременно не об-

ращаются в ноль. Дифференциальные уравнения, описывающие фи-

зические поля, могут быть нелинейными. Однако на практике мно-

гие задачи рассматриваются в линейном приближении, когда урав-

нение с частными производными линейно относительно неизвест-

ной функции u  и ее частных производных. 

На основании того, что уравнению (5) можно поставить в со-

ответствие квадратичную форму 02

221

2

1   CBA , по мате-

матической природе различают следующие типы квазилинейных 

уравнений: 

1) гиперболический, если 042  ACB  – его аналогом явля-

ется волновое уравнение (1); 

2) параболический, если 042  ACB  – его аналог уравне-

ние теплопроводности (2); 

3) эллиптический, если 042  ACB  – аналог уравнение Пу-

ассона (3) или Лапласа (4). 

В задачах, описываемых дифференциальными уравнениями в 

частных производных, другой важной составляющей помимо самого 

уравнения является формулировка дополнительных условий (это 

необходимо для обеспечения единственности решения). 
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Для задач с уравнениями гиперболического или параболиче-

ского типа, содержащих в качестве независимой переменной время 

t , условия по t  обычно формулируются как начальные, описываю-

щие исходное состояние системы. По координатам yx,  и z  задают 

граничные условия. В тепловых задачах они, например, описывают 

распределение температуры на границе расчетной области. В зада-

чах с уравнениями эллиптического типа, не содержащими перемен-

ную t , используют только граничные условия по координатам yx,  

и z , а саму задачу называют краевой. 

Если краевое условие задает распределение функции u на гра-

нице, то его принято называть условием Дирихле. Условие, опреде-

ляющее производную unugradn  )(  на границе расчетной 

области, называют условием Неймана. Здесь n  – единичная нормаль 

к границе. Условия, представляющие собой комбинацию двух вы-

шеназванных, называют смешанными. 

Приведенная классификация позволяет определить общие 

подходы к решению дифференциальных уравнений в задачах раз-

личных по физической сути, но сходных с математической точки 

зрения. В настоящее время широкое распространение получил метод 

конечных разностей, основы которого и будут рассмотрены ниже. 

 

ОСНОВЫ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 

Метод конечных разностей заключается в том, что дифферен-

циальное уравнение в частных производных заменяется соответст-

вующей ему системой алгебраических уравнений. Решение этой 

системы дает приближенное решение для искомой функции 

),,,( tzyxu . 

Метод включает следующие основные этапы: 

1) построение сетки, охватывающей рассматриваемую об-

ласть, например, элемент конструкции какого-нибудь устройства; 

2) построение на полученной сетке конечно-разностной ап-

проксимации, эквивалентной исходному дифференциальному урав-

нению и дополнительным условиям; 
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3) формирование на основе конечно-разностной аппроксима-

ции системы алгебраических уравнений и ее решение. 

Рассмотрим перечисленные этапы на примере двухмерных за-

дач. 

Построение сетки 

Формирование сетки производится с учетом геометрии задачи, 

например, формы детали, для которой выполняется расчет. Обычно 

для деталей, имеющих прямоугольную форму, используют декарто-

ву систему координат и соответственно прямоугольную сетку. На 

рис. 1 приведен пример такой двухмерной сетки, нанесенной на 

прямоугольную пластину. 
 

 
 

Рис. 1 Прямоугольная сетка 

В методе конечных разностей применяют и другие виды сеток. 

Например, если исследуемая конструкция содержит элементы с осе-

вой симметрией, используют полярную сетку. 

В дальнейшем решение задачи строят, опираясь на узлы сет-

ки, то есть на точки пересечения ее линий. 

Конечно-разностная аппроксимация производных в диффе-

ренциальном уравнении строится путем замены этих производных 

на их приближенные аналоги с помощью сетки. Так, например, ча-
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или "левой производной" 
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где u  и x  – приращения функции и аргумента, ii xu ,  и 11,  ii xu  

– значения функции и аргумента в узлах i  и 1i , причем x  – шаг 

сетки по координате x . 

Аналогично получается формула для второй производной 
22 xu  : 
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В полученных выражениях в отличие от точных производных 

используются малые, но не бесконечно малые разности u  и x . 

Поэтому сам метод и получил название метода конечных разностей. 

Формулы для производных по независимым переменным tzy ,,  по-

лучают аналогично. 

Аппроксимация уравнения эллиптического типа 

 

Преобразование уравнения эллиптического типа (3) для двух-

мерной задачи (когда 022  zu ) производится путем замены в 



9 

нем производных 
22 xu   и 

22 yu   конечно-разностными фор-

мулами. Заменив в (2) 
22 xu   с помощью (8) и используя анало-

гичное выражение для 
22 yu  , получим 
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где индексы i  и j  отсчитываются соответственно по осям X  и Y . 

Для упрощения анализа предположим, что в сетке использу-

ются квадратные ячейки, то есть 0 hyx , тогда 

).,(4 ,1,1,,1,1 jijijijijiji yxfuuuuu     (10) 

Уравнение (10) связывает между собой неизвестное значение 

функции jiu ,  с ее значениями в четырех соседних узлах. На сетке 

эти узлы образуют пятиточечный шаблон (рис. 2), позволяющий 

легко определить индексы в (10) для любого произвольно выбранно-

го на сетке узла ji, . 

Записывая (10) для каждого узла 12  ni , 12  mj  и 

заменяя i  и j  соответствующими номерами, получим систему свя-

занных уравнений. Количество уравнений будет равно количеству 

узлов, в которых необходимо найти неизвестные jiu , . Иначе говоря, 

число неизвестных равно числу уравнений и система будет замкну-

той. 
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Рис. 2 Шаблон "крест" для уравнения эллиптического типа 

Значения функции u  в узлах сетки, лежащих на границе рас-

сматриваемой области, определяются заданными граничными усло-

виями. Например, если в задаче об изгибе пластины ее края счита-

ются жестко закрепленными, то смещение в граничных узлах пола-

гается нулевым: 0,1,,,1  miijnj uuuu . 

Решение системы алгебраических уравнений, получаемой в 

результате конечно-разностной аппроксимации уравнения эллипти-

ческого типа, является одним из наиболее тяжелых по вычислитель-

ным затратам этапов расчета. Для повышения точности решения 

приходится использовать сетки с большим числом узлов, на которых 

формируются и довольно большие системы − нередко до нескольких 

тысяч алгебраических уравнений. Одним из способов уменьшения 

числа узлов и является использование сеток с неравномерным ша-

гом. При этом сетку сгущают в наиболее важных с точки зрения 

точности участках, например, вблизи углов или отверстий. 

В то же время решение задачи облегчается тем, что каждое из 

алгебраических уравнений содержит небольшое количество неиз-

вестных. Для решения подобных систем используют специальные 

методы, учитывающие разреженность матрицы коэффициентов. К 
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специальным прямым методам относятся некоторые матричные ме-

тоды и метод прогонки (аналог метода Гаусса). Из итерационных 

применяют метод Якоби (одновременных смещений) и метод Гаус-

са-Зейделя (последовательных смещений), а также модификации 

последнего, например, метод верхней релаксации. 

Погрешность решения 

Погрешность решения методом конечных разностей в первую 

очередь определяется ошибкой, вносимой при замене исходного 

дифференциального уравнения на его конечно-разностный аналог. 

Вначале оценим погрешность аппроксимации (6) для первой 

производной, используя разложение )(xu  в окрестностях точки ix  в 

ряд Тейлора: 
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Согласно (11) погрешность конечно-разностной аппроксима-

ция по формуле (6) обусловлена тем, что в ней не учитываются сла-

гаемые высоких порядков, начиная с   22!2 xux  . Можно ут-

верждать, что в (12) слагаемые убывают по мере увеличения их по-

рядка. Поэтому ошибка (6) приближенно равна   222 xux  . 

Аналогичную оценку нетрудно провести и для второй произ-

водной. Для этого необходимо воспользоваться (11) и аналогичным 

разложением, записанным для )( xxu i  : 
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Сложив (11) и (13), получим выражение для второй производ-

ной: 
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Из сравнения (14) и (8) видно, что погрешность (8) определя-

ется не учтенными в ней слагаемыми высоких порядков, начиная с 

  442 12 xux  . Поэтому ошибка (8) уменьшается пропорцио-

нально квадрату x . Данный результат полезно учитывать при вы-

боре шага сетки. Так, например, уменьшение вдвое шага 

hyx   приводит к снижению ошибки аппроксимации для 

уравнения эллиптического типа в четыре раза. 

Нельзя утверждать, что уменьшение шага сетки однозначно 

повышает точность решения методом конечных разностей. С увели-

чением количества узлов сетки возрастает объем вычислений и, сле-

довательно, растут вычислительные погрешности. На практике для 

оценки погрешности решения можно провести ряд пробных расче-

тов с разными значениями шага сетки и выбрать вариант, обеспечи-

вающий приемлемую точность при невысоких вычислительных за-

тратах. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА (ПУАССОНА И ЛАПЛАСА) 
 

Решим методом сеток задачу Дирихле для уравнения Пуас-

сона в прямоугольной области. Эта задача ставится следующим об-

разом. 

Найти непрерывную функцию ),( yxu , удовлетворяющую 

внутри прямоугольной области  byoaxyx  ,0),(  

(рис. 3), уравнению Пуассона 

,),(
2

2

2

2

yxf
y

u

x

u










   (15) 

и принимающую на границе области   заданные значения, т.е. 

,0),(),(),()0,(

,0),(),(),(),0(

24

31

axxbxuxxu

byyyauyyu




 

где 4321 ,,,  - заданные функции. 

 
Рис. 3 

Будем считать, что ),( yxu  непрерывна на границе области 

 , т. е. )0()0( 41  , )0()( 21  b , )()0( 43 a , )()( 23 ab  . Вы-

брав шаги yx hh ,  по x  и y  соответственно, строим сетку 

nihix xi ,...,1,0,  , mjhjy yj ,...,1,0,  , где ahnx xn  ,  

bhmy ym  . Далее для упрощения расчетов положим yx hh  . 

Уравнение (15) является уравнением эллиптического типа. 

Из формулы (10) следует, что решение таких уравнений можно по-

лучить, используя явную разностную схему: 
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.1,...,2,1,1,...,2,1

),(),(),(),(

),(,
4

1

3,1,040,2,

,,

2

1,1,,1,1,





 

mjni

yuyuxuxu

yxfffhuuuuu

jjnjjiiimi

jijijijijijijiji

  (16) 

 

Численное решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона 

в прямоугольнике состоит в нахождении приближенных значений 

jiu ,  функции ),( yxu  во внутренних узлах сетки. Для определения 

величин jiu ,  требуется решить систему линейных алгебраических 

уравнений (16). 

Эту систему будем решать итерационным методом Гаусса-

Зейделя, который состоит в последовательности итераций вида 
 

 

).,(

4

1

,

,

2)1(

1,

)1(

1,

)1(

,1

)1(

,1

)1(

,

jiji

ji

k

ji

k

ji

k

ji

k

ji

k

ji

yxff

fhuuuuu



 

















  (17) 

(верхним индексом k  обозначен номер итерации). При k  по-

следовательность 
k

jiu ,  сходится к точному решению системы (16). В 

качестве условия окончания итерационного процесса можно при-

нять 

.11,11,max )(

,

)1(

,  mjniuu k

ji

k

ji   

Однако этот критерий недостаточно надежен, поскольку 

итерационный процесс сходится медленно. 

На практике применяют более надежный критерий 
 

),1(max )(

,

)1(

,   k

ji

k

ji
ji

uu где 
)1(

,

)(

,

)(

,

)1(

,

max

max










k

ji

k

ji
ji

k

ji

k

ji
ji

uu

uu
 . 

Таким образом, погрешность приближенного решения, полу-

ченного методом сеток, складывается из двух погрешностей: по-

грешности аппроксимации дифференциального уравнения разност-

ными уравнениями; погрешности, возникающей в результате при-

ближенного решения системы разностных уравнений (16). 
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Известно, описанная здесь разностная схема обладает свойст-

вом устойчивости и сходимости. Устойчивость схемы означает, что 

малые изменения в начальных данных приводят к малым изменени-

ям решения разностной задачи. Только такие схемы имеет смысл 

применять в реальных вычислениях. Сходимость схемы означает, 

при стремлении шага сетки к нулю (т. е. при 0h ) решение разно-

стной задачи стремится в некотором смысле к решению исходной 

задачи. Таким образом, выбрав достаточно малый шаг h , можно, 

как угодно, точно решить исходную задачу. 

Пример 1. Решить задачу Дирихле для уравнения Пуассона 

,20),3(sin)3,(),(sin)0,(

,30),2(sin),2(),(sin),0(

30,20,4)(cos8

22

22

2

2

2

2

2















xxxuxxu

yyyuyyu

yxyx
y

u

x

u

  (18) 

Решение провести с оценкой погрешности .0001,0  

Сравнить полученное решение с точным решением: 

 yxtxu  2sin),( .    (19) 

Решение проведем в математическом пакете MATHCAD. Ре-

зультаты представлены на рис. 4-6. 



16 

 
Рис. 4 Фрагмент рабочего документа MATHCAD с функцией, возвращающей реше-

ние задачи Дирихле (35) по формуле (34). 



17 

 
Рис. 5 Фрагмент рабочего документа MATHCAD. Результаты вычислений:  

приближенное и точное решение 
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Рис. 6 Фрагмент рабочего документа MATHCAD.Сравнение приближенного и  

точного решений. 
На рис.4 задаются начальные значения, число узлов сетки по 

x  и y , границы сетки, оценка погрешности, начальные условия и 

функция Ellipt, решающая задачу Дирихле для уравнения в частных 

производных эллиптического типа (18) по явной разностной схеме 

(16) и уточняющее решение методом Гаусса-Зейделя по формуле 

(17). На рис. 5 представлены результаты вычислений приближенно-

го и точного решений (19): таблицы значений и графики вычисле-

ний. На рис. 6 проведено сравнение приближенного и точного ре-

шений. Анализ результатов сравнения указывает на совпадение при-

ближенного и точного решений. Максимальная относительная по-

грешность отклонения от точного решения составила 0,0466 %. 

Пакет MATHCAD не содержит встроенных функций, ре-

шающих уравнения эллиптического типа в прямоугольной области. 

На квадратной области уравнение Лапласа в случае ненулевых гра-

ничных условий решается с помощью функции relax. 

Обращение к функции: 

),,,,,,,,( rjacufedcbarelax  



19 

где edcba ,,,,  - квадратные матрицы одинакового размера, содер-

жащие коэффициенты аппроксимирующего уравнения; f  - квад-

ратная матрица, содержащая значения правой части уравнения в ка-

ждой точке области, где ищется решение; u  - квадратная матрица, 

содержащая граничные значения решения на границах квадратной 

области и начальное приближение для решения внутри области; 

rjac  - спектральный радиус итераций Якоби. Это число между 0 и 

1, которое управляет сходимостью процесса релаксации. 

Пример 2. Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа 

,10),1sin()1,(,0)0,(

,10),sin(),1(),sin(),0(

10,10,0
2

2

2

2















xexuxu

yyeyuyyu

yx
y

u

x

u

x

  (20) 

 

Решение провести с оценкой погрешности .00001,0  

Построить график решения. 

Сравнить полученное решение с решением с помощью 

встроенной функции relax и с точным решением: 

 yeyxu x sin),(  .    (21) 

 

Решение проведем в математическом пакете MATHCAD. Ре-

зультаты представлены на рис. 7-12. 
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Рис. 7 Фрагмент рабочего документа MATHCAD с функцией, возвращающей реше-

ние задачи Дирихле (37) по формуле (34). 
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Рис. 8 Фрагмент рабочего документа MATHCAD. Результаты численного решения 

 

 
 

Рис. 9 Фрагмент рабочего документа MATHCAD. Результаты точного решения по 

формуле (38) 

 

На рис. 7 задаются начальные значения, число узлов сетки 

по x  и y , границы сетки, оценка погрешности, начальные условия 

и функция Ellipt, решающая задачу Дирихле для уравнения в част-

ных производных эллиптического типа (20) по явной разностной 

схеме (16) и уточняющее решение методом Гаусса-Зейделя по фор-

муле (17). На рис. 8 представлены результаты численных вычисле-

ний. На рис. 9 представлены результаты точного решения по форму-

ле (21). Далее на рис. 10 приведено решение задачи Дирихле (20) с 
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помощью, встроенной в пакет MATHCAD функции relax. На рис. 11 

приведены графики приближенных решений с помощью функции 

Ellipt и с помощью встроенной функции relax. На рис. 12 проведено 

сравнение приближенных решений с точным решением. 

 

 
 

Рис. 10 Фрагмент рабочего документа MATHCAD. Решение задачи Дирихле (37) с 

помощью встроенной функции relax 
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Рис. 11 Фрагмент рабочего документа MATHCAD. Графики численных решений с 

помощью функций Ellipt и relax и график точного решения 

 

 
 
Рис. 12 Фрагмент рабочего документа MATHCAD. Сравнение численных решений 

с помощью функций Ellipt и relax с точным решением 

 

Анализ результатов вычислений говорит о совпадении чис-

ленных решений как по схеме (17) так и с помощью встроенной в 

MATHCAD функции relax с точным решением по формуле (21). В 

обоих приближенных решениях максимальная относительная по-

грешность отклонения от точного решения составила 0,01 %. 
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ЗАДАНИЕ 1 

Найти решение ),( yxu  задачи Дирихле в прямоугольной об-

ласти  byoaxyx  ,0),(  (смотри ранее приведенный 

рис. 3) для уравнения Пуассона  

,0,0,),(
2

2

2

2

byaxyxf
y

u

x

u










 

с краевыми условиями вида 

,0),(),(),()0,(

,0),(),(),(),0(

24

31

axxbxuxxu

byyyauyyu




 

Решение провести с оценкой погрешности .00001,0  Построить 

график решения. Сравнить полученное решение с точным решени-

ем. Варианты заданий с исходными данными представлены ниже. 

Варианты заданий 

Вариант 1. 
 

,5,4  ba  











2
cos)(1

y
y , 








 

2
cos)( 4

3

y
ey , 








 

2

5
cos)(2

xex , 

xex  )(4 , 







 

2
cos

4

3
,(

y
eyxf x . 

Точное решение: 







 

2
cos),(

y
eyxu x  
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Вариант 2. 

,3,2  ba  

 12)( 22

1  yey y ,  32)( 22

3  yey y ,   )19()( 6

2  xex , 

1)(4  xx ,  2424),( 22  xyyeyxf y . 

Точное решение: )12(),( 22  yxeyxu y  

Вариант 3. 

,4.0,9.0  ba  

ytgy 2

1 )(  ,   )9.0()( 2

3  ytgy ,   )4.0()( 2

2  xtgx , 

)()( 2

4 xtgx  ,    1)(1)(34),( 22  yxtgyxtgyxf . 

Точное решение: 
2)(),( yxtgyxu   

Вариант 4. 

,2,3  ba  

)3cos(2cos()(1 yyy  , )2cos()3cos()( 96

3 yeyey  , 

xx eex 23

2 )6cos()4cos()(  ,       
xx eex 32

4 )(  , 

)3cos(5)2cos(5),( 23 yeyeyxf xx  . 

Точное решение:     yeyeyxu xx 3cos2cos),( 23   

Вариант 5. 

,8.0,6  ba  

0)(1  y , 
2

3 )6sin()sin(36)( yyy  , 

2

2 )1sin()sin()( xxx  , 0)(4  x , 

    )sin(2)sin(2),( 22 yxxyyxf  . 

Точное решение: )sin()sin(),( 22 xyyxyxu   

Вариант 6. 

,5,3  ba  

)cos()(1 yy  , )cos(62)(3 yy  , 

 132)5cos()( 3

2  xxx , 132)( 3

4  xxx , 

  )cos(129),( 3 yxxyxf  . 

Точное решение:   )cos(132),( 3 yxxyxu   
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Вариант 7. 

,4,3  ba  

)1(5)(1  yyy , )1(11)(3  yyy , 

60)1(12)(2  xxx , 0)(4  x , 

10)1(2)1(2),(  yyxxyxf . 

Точное решение:    yyxxyxu  22 5),(  

Вариант 8. 

,4,2  ba  

3

1 )( yy  ,  )2)4()( 2

3  yyy , 

 )4)16()( 2

2  xxx , 3

4 )( xx  , 

)3(2)3(2),(  yyxxyxf . 

Точное решение:    xyyxyxu  22),(  

Вариант 9. 

,2,5  ba  

3

1 3)( yy  ,  )103)40()( 2

3  yyy , 

 )23)6(2)( 2

2  xxxx , )3(2)( 2

4  xxx , 

12)3(6)5(6),(  yyxxyxf . 

Точное решение:    22 323),( yxyxxyxu   

Вариант 10. 

,4,6  ba  

 2)( 2

1  yy ,  235)( 2

3  yy , 

 118)( 2

2  xx ,  12)( 2

4  xx , 

 12),( 22  yxyxf . 

Точное решение:    21),( 22  yxyxu  
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Вариант 11. 

,3,4  ba  

)10ln(

)4ln(
)(1

y
y


 , 

)10ln(

)12ln(
)(3

y
y


 , 

)10ln(

)12ln(
)(2




x
x , 

)10ln(

)42ln(
)(4




x
x , 

 242)10ln(

5
),(




yx
yxf . 

Точное решение: )42lg(),(  yxyxu  

Вариант 12. 

,4,2  ba  

yy  )(1
, yy  5)(3

, 

14)( 2

2  xx , 0)(4  x , 

 32 1
),(




x

y
yxf . 

Точное решение: 1),( 2  xyyxu  

Вариант 13. 

,1,2  ba  

)3sin()(1 yy  , )43sin()(3  yy , 

 3sin)( 2

2  xx ,  2

4 sin)( xx  , 

     3cos23sin94),( 222  xxxyxf . 

Точное решение:  yxyxu 3sin),( 2   

Вариант 14. 

,8,12  ba  

)1ln()(1  yy , )25ln()(3  yy , 

)92ln()(2  xx , )12()(4  xx , 

 212)10ln(

5
),(




yx
yxf . 

Точное решение: )12ln(),(  yxyxu  
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Вариант 15. 

,4,5  ba  

2

1 )( yy  , 
2

3 )5cos()( yy  , 

)cos(16)(2 xx  , 0)(4  x ,      2)cos(),( 2  yxyxf . 

Точное решение:   2cos),( yxyxu   

Вариант 16. 

,3,1  ba  

0)(1  y , yy  )2ln()( , 

)1ln(3)(2  xx , 0)(4  x , 
2)1(

),(



x

y
yxf . 

Точное решение: )1ln(),(  xyyxu  

ЗАДАНИЕ 2 

Найти решение задачи Дирихле в квадратной области для 

уравнения Лапласа 

,0),(),(),()0,(

,0),(),(),(),0(

0,0,0

22

31

2

2

2

2

axxaxuxxu

ayyyauyyu

ayax
y

u

x

u















 

 

Решение провести с оценкой погрешности .001,0  По-

строить график решения. Сравнить полученное решение с решением 

с помощью встроенной функции relax и с точным решением. Вари-

анты заданий с исходными данными представлены ниже. 



29 

Варианты заданий 

Вариант 1. 

,5a  

5)( 2

1  yy , 
2

3 20)( yy  , 30)( 2

2  xx , 5)( 2

4  xx . 

Точное решение: 5),( 22  yxyxu . 

Вариант 2. 

,3a  

5)(1  yy ,   11)(3  yy ,   82)(2  xx ,   52)(4  xx . 

Точное решение: 52),(  yxyxu . 

Вариант 3. 

,2a  

yyy 23)( 2

1  , 1423)( 2

3  yyy , 83)( 2

2  xxx , 

43)( 2

4  xx . 

Точное решение: yxyxyxu 233),( 22  . 

Вариант 4. 

,2a  

3
1)(

3

1

y
y  , 

3
41)(

3

3

y
yy  , 

3

5
2)( 2

2  xx , 1)(4  x . 

Точное решение:  1
3

),(
3

2 
y

yxyxu . 

Вариант 5. 

,4a  

1)(1  y , 
3

67
4)( 2

3  yy , 116
3

)(
3

2  x
x

x , 

1
3

)(
3

4 
x

x . 

Точное решение: 1
3

),( 2
3

 yx
x

yxu . 
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Вариант 6. 

,3a  

3

1 )( yy  ,      27279)( 23

3  yyyy , 

27279)( 23

2  xxxx , 
3

4 )( xx  . 

Точное решение: 2233 33),( yxyxyxyxu  . 

Вариант 7. 

,5a  

2

1 )( yy  ,       2510)( 2

3  yyy , 

2510)( 2

2  xxx ,       
2

4 )( xx  . 

Точное решение: yxyxyxu  2),( 22
. 

Вариант 8. 

,6a  

2

1 1)( yy  , 2

3 1237)( yyy  , 

3512)( 2

2  xxx , 1)( 2

4  xx . 

Точное решение: 12),( 22  yxyxyxu . 

Вариант 9. 

,7a  

1)(1  yy ,  )1(8)(3  yy ,  )1(8)(2  xx ,  1)(4  xx . 

Точное решение: )1()1(),(  yxyxu . 

Вариант 10. 

,2a  

yy 33)(1  , yy  1)(3 , 3)(2  xx , xx  3)(4
. 

Точное решение: )1()3(),(  yxyxu  

Вариант 11. 

,5a  

3

1 )( yy  , 125)5(15)( 3

3  yyyy , 

125)5(15)( 3

2  xxxx , 
3

4 )( xx  . 

Точное решение:  22 4)(),( yyxxyxyxu  . 



31 

Вариант 12. 

,4a  

2

1 3)( yy  , 48163)( 2

3  yyy , 

48163)( 2

2  xxx , 
2

4 3)( xx  . 

Точное решение: yxyxyxu  433),( 22
. 

Вариант 13. 

,4a  

2

1 4)( yy  ,  644)( 2

3  yy , 644)( 2

2  xx , 
2

4 4)( xx  . 

Точное решение:  224),( yxyxu  . 

Вариант 14. 

,1a  

7
3

)(
3

1 
y

y ,  7
3

)(
3

3  y
y

y ,  2

2
3

22
)( xx  , 7)(4  x . 

Точное решение: 7
3

),( 2
3

 yx
y

yxu  

Вариант 15. 

,3a  

186)(1  yy , 279)(3  yy , 

366)(2  xx , 183)(4  xx . 

Точное решение: )3()6(),(  yxyxu . 

Вариант 16. 

,3a  

35)( 2

1  yy , 425)( 2

3  yy , 

485)( 2

2  xx , 35)( 2

4  xx . 

Точное решение:   35),( 22  xyyxu . 
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