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Введение 

В методических указаниях рассмотрены основы расчета ста-
тически неопределимых балок методом начальных параметров. 
Приведены правила составления уравнений и примеры построения 
эпюр. Рассмотрено решение примеров и указан порядок выполнения 
задания. 

1. Основные принципы расчета 

В основу метода начальных параметров положено диффе-
ренциальное уравнение изгиба призматической балки  

),()( xqVEI ""
x   

где E – модуль продольной упругости; Ix – осевой момент инерции 
сечения балки; V(x) – прогиб балки; q(x) – интенсивность внешней 
нагрузки (рис. 1).  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Решение дифференциального уравнения призматической 

балки имеет вид  
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Рис. 1. Схема нагружения балки, работающей на изгиб 
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2. Примеры расчетов статически неопределимых балок 

2.1. Пример № 1  
Расчет статически неопределимой балки 

при действии равномерно распределенной нагрузки 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Решение для балки, приведенной на рис. 2, получим в виде 
уравнения  
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Граничные условия на концах балки имеют нижеследующий 
вид. 

При x = 0: V0 = 0  и ;00 
'V  

при x = l:   Vl = 0  и .0'
lV  

Представим граничные условия при х = 0 − 
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Для подстановки граничных условий при x = l  продиффе-
ренцируем уравнение  
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Рис. 2. Схема нагружения балки к примеру 1 
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Подставим вторую пару граничных условий при x = l: 
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Получим уравнение изогнутой оси балки − 
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Продифференцируем найденное уравнение 3 раза и получим 
уравнение изгибающих моментов и поперечных сил: 
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Построим эпюры прогибов, углов поворота сечений балки, 
изгибающих моментов и перерезывающих сил при q = const (рис. 3). 



 6 

 
Рис. 3. Построение эпюр Q, M, V' (x) и V(x) к примеру 1 
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2.2. Пример № 2 
Расчет статически неопределимой балки 
при действии сосредоточенной силы 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Решение для балки, приведенной на рис. 2, получим в виде 

уравнения  
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Граничные условия на концах балки имеют нижеследующий 
вид. 

При x = 0: V0 = 0  и ;00 
'V  

при x = l:   Vl = 0  и .0'
lV  

Подставим граничные условия при x = 0 − 
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Подставим в уравнение граничные условия при x = l: 
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Рис. 4. Схема нагружения балки к примеру 2 
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Решим систему уравнений и найдем: 
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Получим уравнение изогнутой оси балки − 
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Продифференцируем найденное уравнение 3 раза и получим 
уравнение изгибающих моментов и поперечных сил: 
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Построим эпюры прогибов, углов поворота сечений балки, 
изгибающих моментов и перерезывающих сил (рис. 5). 

 
Рис. 5. Построение эпюр Q, M, V' (x) и V(x) к примеру 2 
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2.3. Пример № 3 
Расчет статически неопределимой балки 
при действии сосредоточенного момента 

 
 
  
 
 
 
 
 
 

Решение получим в виде  
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Граничные условия на концах балки имеют нижеследующий 
вид. 

При x = 0: V0 = 0  и ;00 
'V  

при x = l:   Vl = 0  и .0'
lV  

Подставим граничные условия при x = 0  
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Для подстановки граничных условий при x = l продифферен-
цируем уравнение  
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Подставим вторую пару граничных условий при x = l: 
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Рис. 6. Схема нагружения балки к примеру 3
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Решим систему уравнений и найдем  
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Получим уравнение изогнутой оси балки  
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Продифференцируем найденное уравнение 3 раза и получим 
уравнения изгибающих моментов и поперечных сил: 

;
3

1
)()(6

!2

)(
3

2
'
)( 














 






 





l

c

l

clM

EI

x

l

cclM

EI

x

EI

cxM
V

Сx  

;
3

1
)()(6

3
''
)( 














 






 


l

c

l

clM

l

cclM

EI

x

EI

M
V

Сx  

;
)(6

3
'''
)(

lEI

cclM
V x


  

;
3

1
)()(6

3)()( 





 







l

c

l

clM

l

cclM
xMVEIM

С
''
xx  

.
)(6

3)()(
l

cclM
VEIQ '''

xx


  

Построим эпюры прогибов, углов поворота сечений балки, 
изгибающих моментов и перерезывающих сил (рис. 7). 
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Рис. 7. Построение эпюр Q, M, V' (x) и V(x) к примеру 3 

 
 
 
 
 
 



 13

2.4. Пример № 4 
Расчет статически неопределимой балки 

при действии равномерно распределенной нагрузки, 
расположенной на части пролета балки 
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Граничные условия на концах балки имеют нижеследующий 
вид. 

При x = 0: V0 = 0  и ;00 
'V  

при x = l:   Vl = 0  и .0'
lV  

Подставим граничные условия при x = 0  
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Для подстановки граничных условий при x = l продифферен-
цируем уравнение  
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Подставим вторую пару граничных условий при x = l: 

Рис. 8. Схема нагружения балки к примеру 4
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Продифференцируем найденное уравнение 3 раза и получаем 
уравнения изгибающих моментов и поперечных сил: 
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Построим эпюры прогибов, углов поворота сечений балки, 
изгибающих моментов и перерезывающих сил при q = const (рис. 9). 

 
Рис. 9. Построение эпюр Q, M, V' (x) и V(x) к примеру 4 
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Приложение 1 
Задание  

для расчетно-графической работы 
Расчетные схемы 

A B С 
 
 
 
 
 
 

  

Параметры расчетных схем 

№ цифры  
в шифре: 

Внешняя нагрузка: 
 q, кН/м; Р, кН; М, кН·м 

Длина балки:  
l, м 

Участок с, м 

1 2 4 2 

2 4 2 1 

3 6 6 3 

4 8 10 4,5 

5 10 3 4 

6 12 8 5 

7 14 7 7 

8 16 5 6 

9 15 9 8 

10 13 14 9 

11 11 12 8,5 

12 9 11 7,5 

13 7 16 5,5 

14 5 15 6,5 

15 3 18 1,5 

16 17 13 3,5 

17 18 17 2,5 
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Пример шифра  
для выбора параметров расчетной схемы задания 

 
Шифр А 145 − буква и цифры означают следующее: 

А – вид расчетной схемы; 
1 – внешняя нагрузка (q = 2 кН/м); 
4 – длина балки (l = 10 м); 
5 − длины участка с (с = 4 м). 
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Приложение 2 
Варианты заданий  

к расчетно-графической работе для группы №1 

№ по жур-
налу 

Расчетная 
схема 

Шифр параметров 

Нагрузка Длина Участок  с 

1 А 2 1 2 

2 А 4 7 18 

3 В 12 10 12 

4 С 10 5 1 

5 В 7 3 17 

6 В 9 13 10 

7 А 13 6 15 

8 С 3 15 11 

9 С 5 14 10 

10 А 11 2 1 

11 В 14 11 14 

12 В 1 12 8 

13 С 6 4 5 

14 А 15 9 3 

15 В 10 2 1 

16 С 12 3 16 

17 С 8 5 1 

18 А 1 5 2 

19 В 6 7 16 

20 В 4 8 3 
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Варианты заданий  
к расчетно-графической работе для группы №2 

№ по 
журналу 

Расчетная схе-
ма 

Параметры расчетной схемы 

нагрузка длина участок    c 

1 B 13 6 6 

2 C 12 10 11 

3 C 7 3 5 

4 A 10 5 1 

5 B 11 2 2 

6 B 15 9 7 

7 A 3 15 9 

8 B 1 5 17 

9 C 9 13 11 

10 A 5 14 12 

11 B 7 4 14 

12 A 6 4 17 

13 A 12 3 1 

14 C 14 11 12 

15 A 8 5 2 

16 B 10 8 13 

17 A 14 7 4 

18 C 10 2 2 

19 B 12 12 14 

20 A 9 9 6 
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