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Введение 
Данные методические указания дают практические навыки 

при решении задач теории функций комплексного переменного. Они 
предназначены для оказания помощи студенту при самостоятельном 
изучении материала и выполнении контрольных работ по заданному 
разделу. Книга содержит основные теоретические положения, а 
также в конце каждого раздела задания для самостоятельной работы.  
Эти задания разбираются и решаются самостоятельно каждым сту-
дентом во время практических занятий с использованием лекцион-
ного материала при непосредственной консультационной поддержке 
преподавателя. Разбор и решение этих заданий позволяют студентам 
уяснить и освоить основные понятия и методы указанного раздела 
высшей математики. 
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  §1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ 
Комплексные числа. Исходные определения. 

 

Определение. Выражение  
iyxz   

(здесь yx,  – вещественные числа; i  – мнимая единица, опреде-

ляемая равенством 2 1i   ) называется комплексным числом; числа 
x и y называются соответственно вещественной и мнимой частями 
комплексного числа и обозначаются соответственно zx Re  и 

zy Im . 

        Если мнимая часть числа равна нулю ( xixz  0 ), то число 
является чисто вещественным. Таким образом, множество  всех ве-
щественных чисел является подмножеством множества всех ком-
плексных чисел. 
        Число, у которого равна нулю вещественная часть  
( iyiyz  0 ), называется чисто мнимым. 

        Число вида iyxz   называется комплексно-сопряженным к 

числу iyxz  . 

        Очевидно, что zz ReRe  , zz ImIm  . 
        Два комплексных числа 1 1 1z x iy   и 222 iyxz   равны тогда и 
только тогда, когда одновременно равны их вещественные и мни-
мые части: 









.

;

21

21
21 yy

xx
zz  

В частности, 0z  , если Re 0z   и 0Im z . 
Геометрическое изображение комплексных чисел. 

         Рассмотрим плоскость с декартовой прямоугольной системой 
координат xy0 . Каждому комплексному числу iyxz   можно по-

ставить в соответствие точку плоскости  yxM ,  (рис.1.1) и обрат-
но, каждой точке плоскости соответствует комплексное число 

iyxz   . Плоскость, на которой реализовано такое соответствие, 

называется комплексной плоскостью. Так как на оси x0  располага-
ются чисто вещественные числа xixz  0 , то она называется 
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вещественной осью. На оси y0  располагаются чисто мнимые числа 
iyiyz  0 , и эта ось называется мнимой осью. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Тригонометри- ческая форма 

комплексного числа 
     Иногда удобнее сопоставлять комплексное число iyxz   не с 

точкой плоскости  yxM , , а с радиусом-вектором OM  этой точ-
ки, т.е. с вектором, который соединяет начало координат с рас-
сматриваемой точкой. В этом случае можно говорить о модуле 
комплексного числа, равном модулю вектораOM : 

22 yxOMzr  .                                 (1.1) 

Из свойств комплексно-сопряженных чисел следует, что zzr  . 
Угол, образованный осью x0  и вектором OM , называется 

аргументом комплексного числа z и обозначается zArg , где 
 zArg . Отметим, что для 0z  аргумент не определен. 

Очевидно, что величина аргумента комплексного числа z  опре-
деляется неоднозначно. Наименьшее по модулю значение аргу-
мента называется его главным значением и обозначается zarg . 
Таким образом,  

  zarg ; nzArgz 2arg  , zn .                   (1.2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис.1.1 

r = |z| 

Imz 

y z = x +iy

z 

0

 

M

Rezx 
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Если учесть, что zarg  и cosrx  ; sinry  , то получим 

  sincossincos irirriyxz  .             (1.3) 
Равенство (1.3) называется тригонометрической формой 

комплексного числа в отличие от ранее введенной, называемой ал-
гебраической. Т.о. имеем 

  sincos iriyxz  , 

где zyxr  22 , 
x
yz   tg,Arg ,  

22
cos

yx

x


 , 

22
sin

yx

y


  

Пример 1.1. Записать в тригонометрической форме следующие чис-

ла: 1) iz 3 ; 2) 3 iz . 

Решение. 1. 330  ;30 22  riz ; 

2   2sin2cos3  iz  . Комплексная плоскость с точ-
кой z  представлена на рис.1.2. 

2. iz  13 ; 213 r ; 
3

3

3

1
tg  , где 




2
; 

6

5  .  Графическое изображение числа приведено на 

рис.1.3. Таким образом,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                              Рис.1.2                                                        Рис.1.3 
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z
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6

5
sin

6

5
cos23

 iiz . 

Замечание . В силу того, что функция tg  имеет период 

 , то при определении zarg  по зависимости (1.2), необходимо до-
полнительно учитывать номер четверти, которой принадлежит ком-
плексное число z. 

Легко убедиться, что два комплексных числа будут равны 
тогда и только тогда, когда равны их модули, а аргументы отлича-
ются на число, пропорциональное 2 : 

 
  ,sincos

,sincos

2222

1111




irz
irz




 








zkk

rr
zz

  ,221

21
21 

 

Замечание .  Действительное число x так же  может быть 
записано в тригонометрической форме, а именно: 

 0sin0cos ixx    при ,0x  

  sincos ixx   при ,0x  

               ,sincos00  i  где   может принимать любое значе-
ние.         Действия над комплексными числами 
       Введем операции над комплексными числами, рассматривая их 
как многочлены первого порядка относительно мнимой единицы i. 
1.Сложение и вычитание комплексных чисел 
Имеем         iyyxxiyxiyxzz 2121221121  . 
Таким образом,  

  2121 ReReRe zzzz  ;    2121 ImImIm zzzz  . 
Для комплексно-сопряженных чисел получим 

    zxiyxiyxzz Re22  , 

    ziiyiyxiyxzz Im22  . 
 Для данных операций справедливы следующие свойства: 
1. 1221 zzzz   – коммутативность сложения или перестановоч-
ный закон. 
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2.    321321 zzzzzz   – ассоциативность сложения или 

сочетательный закон. 
Пример 1.2. Пусть iz 321  ; iz 542  . Найти комплексно-
сопряженные к ним числа и произвести операции сложения и вычи-
тания. 
Решение. Вычислим комплексно-сопряженные числа: iz 321  ; 

iz 542  . 
Произведем указанные операции: 

        iiiizz 265342543221  ; 

        iiiizz 825342543221  ; 
2.Умножение комплексных чисел  
Определение. Произведением комплексных чисел 1z  и 2z  называ-
ется такое комплексное число, которое получается, если мы пере-
множаем эти числа как двучлены по правилам алгебры, учитывая, 
что 

iiiiii  5432  ,1 , ,1  и т.д., и вообще при любом целом k  

iiiiii kkkk   3424144  ,1 , ,1  
На основании этого правила имеем 

     2
21122121221121 iyyyixyixxxiyxiyxzz  

      iyxyxyyxxyyyxyxixx 1221212121122121  . 
Соответственно 

  212121Re yyxxzz  ;    122121Im yxyxzz  . 

Пример 1.3. Пусть iz 321  ; iz 542  . Найти произведение этих 
чисел 
Решение. 

    iiiiiiizz 223152815121085432 2
21  ; 

Для данной операции справедливы следующие свойства: 
1. 1221 zzzz   – коммутативность умножения. 

2.    321321 zzzzzz   – ассоциативность умножения. 

3. 3231321 )( zzzzzzz   – дистрибутивность или распредели-

тельный закон. 
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4. 2121 zzzz  . 
Замечание .  Произведение двух комплексно-сопряженных чисел 

    22222 yxyixiyxiyxzz  . 
Таким образом, произведение сопряжённых комплексных чисел 
равняется квадрату модуля каждого из них. 
        Если два числа заданы в тригонометрической форме (1.3), то их 
произведение выполняется следующим образом 

    21212121 sincos   irrzz . 
Следовательно, модуль произведения комплексных чисел равен 
произведению модулей, а одним из значений аргумента является 
сумма аргументов сомножителей: 

2121 zzzz  ;   kzzzz 2ArgArgArg 2121  , Zk . 

Пример 1.4. Найти произведение чисел iz  31  и 312 iz  . 
Решение. Запишем числа в тригонометрической форме: 

iz  31 ; 2131 r ; 
3

1
tg 1  ; 

6
0

2 11


 ; 

312 iz  ; 2312 r ; 3tg 2  ; 
32

0 22

  . 

Тогда  
      21212121 sincos  irrzz  















 






 

36
sin

36
cos22

 i  

iii 232
2

1

2

3
4

6
sin

6
cos4 

















 


; 

3.Деление комплексных чисел  
Деление комплексных чисел выполняется следующим образом: что-
бы разделить число 111 iyxz  на число 222 iyxz  , нужно ум-
ножить делимое и делитель на число, сопряжённое делителю. Тогда 
делителем будет действительное число, разделив на которое дейст-
вительную и мнимую части делимого, получим частное 
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2
2

22
2

21
2

212121

2222

2211

22

11

2

1

yix
yyixiyyixxx

iyxiyx
iyxiyx

iyx
iyx

z
z

 
   

2
2

2
2

21122121

yx
yxyxiyyxx




  . 

Таким образом, 

2
2

2
2

2121

2

1Re
yx

yyxx
z
z












 ; 

2
2

2
2

2112

2

1Im
yx

yxyx
z
z












 . 

Пример 1.5. Пусть iz 321  ; iz 542  . Найти 
2

1

z
z

и 
1

2

z
z

 

Решение. Произведем указанные операции: 
   
    













2

2

2

1

2516

1512108

5454

5432

54

32

i
iii

ii
ii

i
i

z
z

ii
41

22

41

7

41

227





; 
   
    













2

2

1

2

94

1510128

3232

3254

32

54

i
iii

ii
ii

i
i

z
z ii

13

22

13

7

13

227





. 

Справедливо следующее свойство: 
2

1

2

1

z
z

z
z









 

Если два числа заданы в тригонометрической форме (1.3), то можно 
записать правило деления комплексных чисел  02 z  в тригоно-
метрической форме: 

 )sin()cos( 2121
2

1

2

1   i
r
r

z
z

 

 
Таким образом, модуль частного комплексных чисел равен част-
ному их модулей, а аргумент равен разности соответствующих 
аргументов: 
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2

1

2

1

z
z

z
z

 ; zkkArgzArgz
z
zArg 







   ,221

2

1  . 

Пример 1.6. Найти частное чисел iz  31  и 312 iz  . 
Решение. Запишем числа в тригонометрической форме: 

iz  31 ; 2131 r ; 
3

1
tg 1  ; 

6
0

2 11


 ; 

312 iz  ; 2312 r ; 3tg 2  ; 
32

0 22

  . 

Тогда  

      2121
2

1

2

1 sincos  i
r
r

z
z

 















 






 

36
sin

36
cos

2

2  i  

iii 
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2
sin

2
cos1


. 

 
4.Возведение комплексного числа в целую положительную степень.  
Применяя метод математической индукции, из правила умножения 
комплексных чисел получим правило возведения их в целую поло-
жительную степень: 

       2sin2cossincos 22 izirrzzz  ; 

       3sin3cos2sin2cos 3223 irirrzzz  , 
т.е. для любого целого положительного n справедлива формула 
Муавра 

  ninrz nn sincos  . 

Пример 1.7. Пусть 31 iz  . Найти 3z . 
Решение. Записав комплексное число z в тригонометрической фор-
ме 

31 iz  ; 231 r ; 3tg  ; 
32

0
  ; 
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3
sin

3
cos2

 iz , 

получим 

    8018sincos8
3

3sin
3

3cos233 





  iiiz 

. 

Если найти 3z  алгебраическим способом (на основе форму-
лы бинома Ньютона), то получим: 

      
322333 3313313131 iiiiz  

8339331  ii . 
5.Извлечение корня из комплексного числа.  

Извлечь корень целой положительной степени n из ком-
плексного числа z означает следующее: найти такое комплексное 

число n zw  , чтобы выполнялось равенство вида zwn  . Пусть 
  sincos irz  ;   sincos iw  , тогда имеем 

    sincossincos irninw nn  . 
Используя правило равенства двух комплексных чисел, получим 

nn rr   ; 

zk
n

kzkkn 


    ,
2

  ,2
 . 

Таким образом,  

1,,,1,0,
2

sin
2

cos 





 




 nk
n

ki
n

krz nn 
.      (1.4) 

Очевидно, что при ,1,  nnk  получим уже найденные 

ранее корни в силу 2-периодичности функций sin  и cos . Сле-
довательно, корень n-й степени из комплексного числа имеет ровно 
n различных значений. 

Легко заметить, что все значения корня n z  на комплексной 
плоскости будут являться вершинами правильного n-угольника, впи-

санного в окружность радиуса n r  с центром в начале координат. 

Пример 1.8. Вычислить 6 8 . 
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Решение. Запишем комплексное число 8z  в тригонометриче-
ской форме: 

  sincos88 iz  ; 8r ;   , 
и воспользуемся формулой (1.4). Тогда 

  



 





6

2
sin

6

2
cos8sincos88 666 kiki   

   




 





6

12
sin

6

12
cos2

kik 
. 

Найдем корни: при k = 0 

 iiiz 














  3

2

2

2

1

2

3
2

6
sin

6
cos21

 ; 

при k = 1 

iiz 2
2

sin
2

cos22 





 

 ; 

при k = 2 

 iiiz 














  3

2

2

2

1

2

3
2

6

5
sin

6

5
cos23

 ; 

при k = 3 

 iiiz 














  3

2

2

2

1

2

3
2

6

7
sin

6

7
cos24

 ; 

при k = 4 

iiz 2
2

3
sin

2

3
cos25 






 

 ; 

при k = 5 

 iiiz 














  3

2

2

2

1

2

3
2

6

11
sin

6

11
cos26

 . 

При 6k  корень 6z  совпадает с 1z , корень 7z  с 2z и т.д. 

Все найденные значения корня изображены на рис.1.4. 
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Если множество вещественных чисел считать подмноже-

ством комплексных чисел, а любое вещественное число x – ком-
плексным с нулевой мнимой частью: ixx  0 , то тогда из лю-
бого вещественного числа, в том числе и из отрицательного, 
можно извлечь квадратный корень (имеющий два различных зна-
чения). Таким образом, любое квадратное уравнение на множест-
ве комплексных чисел будет иметь два корня. 

В высшей алгебре доказывается утверждение, которое назы-
вается основной теоремой алгебры: уравнение вида 

001
1

1  
 axaxaxa n

n
n

n   
всегда имеет хотя бы один корень, в общем случае комплексный. 

Пример 1.9. Решить уравнение 01362  xx . 
Решение. Воспользуемся общей формулой корней квадратного 

уравнения 02  cbxax  в предположении ее справедливости и 
при отрицательном дискриминанте  0D : 

a
Dbx

22,1


 ,  

где acbD 42  . Здесь 165236 D . 

Для вычисления D  будем считать D комплексным числом 
и воспользуемся формулой (1.5). Представив D в тригонометриче-
ской форме: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1.4 

z1

z 

– 2  

0 

z2 

z3

z4 z6

z5 

– 2

2  

2  

y 

х



 15

    ,16,sincos1616 riD , 
получим 

,
2

2
sin

2

2
cos16 






 





kikD   

и при k = 0 и k = 1  соответственно 

  iiD 4
2

sin
2

cos41 





 

  ; 

  iiD 4
2

3
sin

2

3
cos42 






 

 . 

Окончательно  

iix 23
2

46
2,1 


 . 

      Показательная форма комплексного числа 
Справедлива формула  

yiyeiy sincos                                    (1.5) 
Это есть формула Эйлера, выражающая показательную функцию 
с мнимым показателем через тригонометрические функции. 
           Представим комплексное число в тригонометрической 
форме: 
                            sincos irz  . 

По формуле Эйлера 

                  ireir  sincos  

Выражение irez   называется показательной формой комплекс-
ного числа. 
Пример 1.10.  Представить числа 1 и i  в показательной форме. 

Решение. Имеем ikekik  22sin2cos1   
i

eii 2

2
sin

2
cos


  

Действия над комплексными числами в показательной форме произ-
водятся следующим образом.  

     Если ,, 21
2211

 ii erzerz   то 
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1. )(
212121

2121   iii errererzz  

2. )(

2

1

2

1

2

1 21

2

1





 i

i

i

e
r
r

er
er

z
z

 

3.    innnin errez   

4. )1.........2,1,0(              
2




nkerre n
kinn i


  
 

Задания для самостоятельной работы к параграфу 1 
 

1. Для комплексных чисел 1z  и 2z  найти 21 zz  ; 21 zz  ; 21 zz  ; 

21zz ; 1 2/z z  и 2 1/z z . Обозначить заданные числа и полученные ре-
зультаты на комплексной плоскости. Заданные числа: 
1) iz  31 , iz 212  ; 2) iziz  4,32 21 ; 

3) 3,6 21  iziz ; 4) 11  iz ; iz  22 . 
2. Записать в тригонометрической и показательной форме, найти 
модуль, аргумент и главное значение аргумента для следующих 
комплексных чисел: 1) i3 ; 2) i ; 3) 2; 4) –2; 5) i1 ; 6) i1 ; 

7) i3 ; 8) 31 i ; 9) i52  ; 10) i52  ; 11) i52  ; 12) i52  . 

3. Вычислить: 1) 1/i;  2)    ii  11 ;  3)  i312  ; 4)  621 i ; 

5)    77 22 ii  ; 6)    55 2121 ii  ; 7)    
   23

32

223

121

ii
ii


 ; 

8)  
  11

11
5

5





i
i ;  9)  

 7

9

1

1

i
i


 . 

4. Вычислить, пользуясь тригонометрической формой комплексного 

числа, следующие числа: 1)  53 i ; 2)  831 i ; 3)  251 i ; 

4) 
20

1

31












i
i ; 5)  

 20

15

1

31

i
i

 ; 6)  

 50

100

3

1

i

i



 . 

5. Вычислить следующие числа: 1) 3 i ;  2) 8 1 ;  3) i1 ; 

4) i43  ;  5) 3 22 i . 
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§2. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО 
ПЕРЕМЕННОГО 

Последовательность комплексных чи-
сел.  

Внутренность круга радиусом   с 

центром в точке 0z , т.е. совокупность то-
чек, удовлетворяющих неравенству 

 0zz , называется  -окрестностью 

точки 0z  (рис.2.1). 

Число nn
zz


 lim0  называется пределом последовательно-

сти комплексных чисел 1 2 ,, , , nz z z  , если для любого сколь 

угодно малого положительного числа 0 , можно найти такой 
номер N   0 , начиная с которого, т.е. при всех Nn  , выполня-

ется неравенство  0zzn . Иначе говоря, для  -окрестности 

0z  все члены последовательности nz , начиная с некоторого номе-

ра Nn  , попадут внутрь этой окрестности. 
Если kkk iyxz   ........1,0 nk  , то 
 

     2
0

2
00 yyxxzz nnn , 

 

откуда легко получить, что равенство nn
zz


 lim0  равносильно су-

ществованию двух пределов: nn
xx


 lim0   и  nn

yy


 lim0 . 

Пусть последовательность комплексных чисел  ,21 ,,, nzzz  

такова, что для 0M  можно найти такой номер N, что при Nn   

выполняется неравенство Mzn  , т.е. модули членов последова-

тельности, начиная с некоторого номера становятся больше любого, 
сколь угодно большого, положительного числа 0M . В этом слу-
чае считают, что 

 nn
zlim . Такой предел последовательности на-

зывают бесконечно удаленной точкой.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2.1 

Imz 

Rez 0 

 
z0 
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Окрестностью бесконечно удаленной точки называется 
внешность круга радиусом R с центром в начале координат. Таким 
образом, R-окрестность бесконечно удаленной точки задается нера-
венством Rz  . В этом случае определение бесконечного предела 

примет вид 
 nn

zlim , если для любого сколь угодно большого 

числа 0R  существует такой номер N, что при всех Nn   точки 

nz  попадут в R-окрестность бесконечно удаленной точки, т.е. будет 

выполняться неравенство Rzn  .  

Последовательность, имеющая конечный предел, называется 
сходящейся; если последовательность не имеет предела или имеет 
бесконечный предел, она называется расходящейся. 

Комплексная плоскость, дополненная бесконечно удаленной 
точкой, называется расширенной плоскостью. 

 
Определение функции комплексного переменного. 

        Пусть даны 2 плоскости комплексных чисел iyxz  и 

.ivuw   Рассмотрим множество точек D в плоскости z и множе-
ство точек G в плоскости .W  
        Определение. Если каждому числу Dz по некоторому зако-
ну поставлено в соответствие определённое комплексное число 

GW  , то на множестве D задана однозначная функция комплекс-
ного переменного, отображающая множество D в множество G . 
Обозначение ).(zfW   

Например, функция 2zw   определена однозначно, при-
чем на всей комплексной плоскости, так как для любого  

iyxz  , имеем 

      xyiyxiyixyxiyxz 22 222222  , 
т.е любому комплексному числу z соответствует одно, единственное 

значение 2z . 
       Определение. Множество  D  называют областью определения 
функции ).(zf Если каждая точка множества G является значением 

функции, то G - область значений этой функции или образ множе-
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ства D при помощи функции  .)( DfGf  Говорят также, что 

функция f отображает D на G . 

         Функцию )(zf можно записать в виде 

      ,),(             ),(),()( Dyxyxivyxuzf   

где               )(Im),(   ),(Re),( zfyxvzfyxu  - действительные 

функции от переменных x и .y  

Например, если 2zw  , то   ,u x y   2 2 ;x y      xyyxv 2,  . 

       Определение.  Если каждой точке z поставлено в соответствие 
два и более значений W  , это означает, что на множестве комплекс-
ных чисел задана многозначная функция  zfW  . 

     Функция Argw z  многозначна и определена во всех точках 

комплексной плоскости, за исключением точки 0z , для которой 
аргумент не определен. 
      Определение. Функция    ),(),()( yxivyxuzfW  имеет 

предел в точке 0z , равный числу ,ibaA   если  

                                            0)(lim
00




Azf
zz

                               (2.1) 

В этом случае пишут Azf
zz




)(
0

. 

Свойство (2.1) можно записать в виде равенства 

    0lim 22

00




bvau
zz

                                  (2.2) 

или в виде двух равенств 

       
byxvayxu

yxyxyx



),(lim      ,),(lim

0000 ,yx,,,
                               (2.3) 

Для комплексных функций )(zf и )(zg  имеют место свойства: 

  )(lim)(lim)()(lim
000

zgzfzgzf
zzzzzz 

  

 
  )(lim)(lim)()(lim

000

zgzfzgzf
zzzzzz 

  



 20







 







0)(lim                

)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0

0

zg
zg

zf

zg
zf

zz
zz

zz

zz
                             (2.4)  

Определение. Функция ),(),()( yxivyxuzfW  называется не-

прерывной в точке 0z , если она определена в окрестности этой точ-

ки , в том числе и в ней самой, и для неё должно выполняться равен-
ство 

  0.z   ,0)()(     ;)(lim 00
0




zfzzfzfzf
zz

                     (2.5) 

Равенство (2.5) эквивалентно двум равенствам: 
 

   
 

   
 00

,,
00

,,
,),(lim      ,,),(lim

0000

yxvyxvyxuyxu
yxyxyxyx




. 

Следовательно, непрерывность функции f в точке 0z  эквива-

лентна непрерывности функций u и v  в точке ).,( 00 yx  

       Из свойств (2.4) следует, что сумма, разность, произведе-
ние и частное непрерывных в точке 0z  комплексных функций 

)(zf и )(zg  есть непрерывная функция в этой точке. В случае част-

ного надо считать, что .0)( 0 zg  

Пример 2.1. Функция 22 yxW  непрерывна во всех точках 

комплексной плоскости, т.к.  

       0 zzzz  при 0z  

Пример 2.2. Функция zW  также непрерывна во всех точках ком-

плексной плоскости, т.к. 0 zzzz  при 0z . 

Функция ...)3,2(   nz n также непрерывна как произведение ко-
нечного числа непрерывных функций. 
Определение. Множество комплексных чисел D называется обла-
стью, если D , как множество точек плоскости, открыто и связно. 
Определение. Область D называется односвязной, если любая не-
прерывная замкнутая самонепересекающаяся кривая, проведённая в 
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D , ограничивает некоторую область ,G целиком принадлежащую 

D . Иначе область называется многосвязной. 
Пример 2.3.Кольцо Rzr  - многосвязная область, т.к. кривая 

L (рис.2.2) принадлежит кольцу, но ограничивает область, не вхо-
дящую целиком в него  
 
 
 
                                  
  
       
   
                 
                          
 
 

Рис.2.2 
Производная функции комплексного переменного. 
       Пусть задана однозначная функция     )(zfW    в области  

D комплексной плоскости z . 
 Определение. Производной от функции  )(zf в точке z  называется 
предел 

     
dz

dWzf
z

zfzzf
z

W
zz










 00
limlim                                         (2.6) 

когда z  любым образом стремится к нулю. 
Определение. Функция )(zf , имеющая непрерывную производную 

в любой точке области D комплексной плоскости, называется ана-
литической функцией в этой области. 
Справедливо утверждение, что если производная аналитической 
функции )(zf не равна нулю в области D , то множество значений 

G функции )(zf также есть область. 

 

x  L 0 r 

y 

R
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Замечание 1. Если функция )(zf имеет всюду на области D произ-

водную )(zf  , то эта производная непрерывна всюду в D , т.е. 

)(zf аналитическая на D . 

Замечание 2.Если функция )(zf имеет производную в точке  z , то 

она непрерывна в этой точке ( 0W при 0z ). 
      Производная от функции )(zf порядка k обозначается через 

  )(zf k и определяется по индукции 

       .)()(.....;2,1           )()( 01 zfzfkzfzf kk 
  

Зная, что у аналитической в области Dфункции )(zf производная 

непрерывна в D , нетрудно заключить, что )(zf имеет в D непре-

рывные производные любого порядка ).....(),( zfzf   
       Основные свойства производных функций комплексного пере-
менного аналогичны соответствующим свойствам производных для 
функций действительного переменного: 

  ),()()()( zvzuzvzu                                                                 (2.7) 

  ),()()()()()( zuzvzvzuzvzu                                                       (2.8) 

),0)((   
)(

)()()()(

)(

)(
2















zv

zv
zvzuzvzu

zv
zu

                               (2.9) 

dz
dv

dv
dW

dz
dW

                                                                                    (2.10) 

Формулу (2.10) надо понимать так: если W есть функция 
)(vW  комплексного переменного ,v имеющая производную 

),(v
dv

dW   а )(zv  - функция от комплексной переменной z , 

имеющая производную ),(z
dz
dv   то производная сложной функ-

ции  )()( zzFW   вычисляется по формуле  (2.10). 



 23

§3.ОСНОВНЫЕ  ФУНКЦИИ  
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 
1.Дробно-рациональная функция 

    Дробно-рациональная функция имеет вид 

0
1

1

0
1

1

....

.....
)(

bzbzb
azaza

zf m
m

m
m

n
n

n
n










 .  

В частности, дробно-рациональной функцией является многочлен 

0
1

1 .....)( azazazf n
n

n
n  

                                                   (3.1) 

Вычисление значения дробно-рациональной функции в какой-либо 
точке z сводится к операциям над комплексными числами 

Пример 3.1. Вычислить значение функции zizW 22  в точке 
iz  1  

    Имеем  
    


iiiiiiiW iz 22)21(121 22

1
 

iiiiiii 222222222)121( 2   
2.Экспоненциальная функция 

   Функция экспоненты комплексного переменного определяется 

следующим образом: iyxz eezf )( . Для неё справедливы соот-
ношения  

   2121 zzzz eee  ,   
2

1

21

z

z
zz

e
ee  ,   mzmz ee    ( m - целое)       (3.2) 

С учётом первого из этих соотношений и формулы Эйлера (1.5), 
имеем  

)sin(cos yiyeeeee xiyxiyxz   .                                           (3.3) 

Тогда zx ee   и ye z arg . Из этого же равенства следует, что 

функция ez  периодична и имеет период i2 : 

  )]2sin()2[cos()2(22  yiyeeee xyixiiyxiz  
zx eyiye  )sin(cos  

Вообще можно записать ....)2,1,0(    2  kee zikz   
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Формула (3.3) может быть использована для вычисления значений 
показательной функции при любых комплексных значениях аргу-
мента. 

Пример 3.2. Вычислить значение 
i

e 3
2




. 

Решение. Подставив в равенство (3.3) 2x и 
3


y , получим 











 

2

3

2

11
)

3
sin

3
(cos

2
23

2
i

e
iee

i 

 

3.Тригонометрические функции 

Если в формуле Эйлера zizeiz sincos  заменить z на  z , то 

получим zizzize iz sincos)sin()cos(  . Складывая и вы-
читая эти две формулы, определяем 

i
eezeez

iziziziz

2
sin    ,

2
cos

 



                                              (3.4) 

Комплексные функции tgz и ctgz вводятся по аналогии с вещест-
венными функциями 

 
2

1
  ,

cos

sin 





  kz

z
ztgz .                                                             

kz
z
zctgz    ,

sin

cos
                                                                          (3.5) 

Перечислим основные свойства тригонометрических функций: 
1.Для тригонометрических функций остаются в силе все известные 
формулы тригонометрии. Например 

,sinsincoscos)cos(cos yixyixiyxz   

,sincoscossin)sin(sin yixyixiyxz   

)sin(cossincossin       ,1cossin 211221
22 zzzzzzzz   

2. zsin  и zcos периодические функции с периодом 2 . Действи-
тельно, в силу периодичности функции ez имеем 

,cos
22

)2cos(
)2()2(

zeeeez
izizzizi
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.sin
22

)2sin(
)2()2(

z
i
ee

i
eez

izizzizi








 

  

Аналогично можно доказать, что tgz и ctgz - периодические функ-

ции с периодом .  
3.. zsin  и zcos не ограничены в комплексной плоскости. Например, 

.1400
2

8cos
88





 eei  

4. Функция zcos  является четной, а функция zsin  – нечетной: 

,cos
2

 
2

)cos( zeeeez
iziziziz










 

.sin
2

 
2

)sin( z
i
ee

i
eez

iziziziz










 

5. Все корни функций zsin  и zcos - вещественны. 
Пример 3.3. Вычислить значение функции  i2cos . 
Решение. С учетом равенств (3.3) и (3.4) имеем: 

 


 


1212
)2()2(

2

1

2
)2cos( ii

iiii

eeeei  

       2sin2cos)2sin2(cos
2

1 1 ieie  

    2sin
2

1
2cos

2

1 11   eeiee  

Пример 3.4. Вычислить itg . 
Решение. По определению 












 







 
 



)(2
:

2cos

sin
11

111111

eei
eeee

i
ee

i
itgi  

.
1

1)(
2

2

1

1

i
e
e

ee
iee








 



 

4.Гиперболические функции 
Введём в рассмотрение функции, определяемые равенствами 
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;
2

  ;
2

zzzz eechzeeshz
 





z
zz

ch

sh
th  ;  

z
zz

sh

ch
cth  .        (3.6) 

Эти функции называются синус, косинус, тангенс и котангенс ги-
перболические соответственно. Из соотношений (3.4) - (3.6) следуют 
выражения гиперболических функций через тригонометрические и 
наоборот: 

 iziz sinsh  ;   izz cosch  ;   iziz tgth  ;  )ctg(cth iziz  . 

).(  );(  );(cos  );(sin izicthctgzizithtgzizchzizishz    (3.7) 
На основании этих формул и известных формул тригонометрии 
можно также заключить, что гиперболические функции удовлетво-
ряют следующим соотношениям: 

;2   ;22   ;1 2222 zshzchzchshzchzzshzshzch              (3.8) 

shzzshchzzchshzshzchzchzzzch  )(  ;)(  ;)( 212121  
Из соотношений (3.7) следует, в частности, периодичность гипербо-
лических функций: для zsh  и zch  период равен i2 , а для zth  и 

zcth  период равен i . 
Пример 3.5. Вычислить  i21ch  . 
Решение. Согласно определению функции 

 


 


)2sin2(cos)2sin2(cos
2

1

2
)21( 1

2121

ieieeeich
ii

 

    .2sin12cos12sin
2

1
2cos

2

1 11 ishcheeiee    

5. Логарифмическая функция 
     Логарифмическая функция комплексной переменной определяет-
ся следующим образом:    

),2(arglnargln)( kzizzizLnzzf    (3.9) 

где ...2,1,0   ,0  kz  

Под zln понимается обычное определение логарифма. 

      Ввиду многозначности zArg  функция Lnz  также является 
многозначной, причем ее вещественная часть определяется од-
нозначно, а мнимая содержит неопределенное слагаемое, крат-
ное 2 . 
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Определение. Главным значением логарифма комплексного пере-
менного будем называть такое значение, которое соответствует 

главному значению аргумента (при 0k ):  zizz arglnln  . 

Пример 3.6. Вычислить значение функции iLn . 

Решение. Имеем  iz   110 z ;   .
2

arg


z  

По формуле (3.9) 

,2,1,0,2
2

1lnLn 





  kkii     

Главное значение логарифма числа i (при 0k ) ii
2

ln


 . 

Пример 3.7. Найти  i43Ln   и  i43ln  . 

Решение. 516943  ziz ; 
3

4
arctgarg z .  

Соответственно  
3

4
5ln)43ln( iarctgi   

      .....2,1,0     ,)2
3

4
(5ln)43(  kikarctgiLn   

      С учетом свойств обычного логарифма и аргумента комплексно-
го числа можно доказать следующие свойства логарифма комплекс-
ного числа: 

  2121 LnzLnzzzLn  ;    
21

2

1 LnLnLn zz
z
z








 ; 

  kinLnzzLn n 2 ;      z
n

zn Ln
1

Ln  ,  ,2,1,0, nk  (3.10) 

Отметим также, что для любого комплексного числа справедлива 
формула  

                                               zeLnz  .                                             (3.11) 
6. Общая степенная функция 

С учётом равенства (3.11) можно записать 

,)( aLnza ezzf                                                                             (3.12) 
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где a и z - комплексные числа. В силу многозначности функции 
Lnz  функция (3.12) имеет бесконечно много значений; главное зна-

чение .ln zaa ez   
    Если a - вещественное число, то при 0a  функция (3.12) будет 
аналитической на всей комплексной плоскости z , а при 0a  на 
всей плоскости с выколотой из неё точкой .0z  

7. Общая показательная функция 
Согласно равенству (3.11) имеем 

,)( zLnaz eazf  ,                                                                           (3.13) 

где a и z – комплексные числа, .0a  

      В силу многозначности значения aLn  выражение za  также бу-
дет многозначно. Его главным значением будем называть то, кото-
рое соответствует главному значению логарифма aln . 

Пример 3.8. Вычислить i2  
Решение. На основании формулы (3.13) и формулы Эйлера имеем 

)2sin()2cos(2 2 LniLneiLni    

Пример 3.9. Вычислить ii . 
Решение. С учетом формулы (3.13) получим 

...2,1,0   ,
2

2
)2

2
(1ln








 



 

keeei
kkii

iLnii







. 
 
Задания для самостоятельной работы к параграфу 3 

 
1. Вычислить следующие логарифмы: 1)  i1Ln ;  2)  iLn ;  
3)  i43Ln  . 

2. Вычислить степени: 1) 
i

e 2



;  2) 
i

e 2
1



;  3) ie 3 ;  4) ii 1 ;    

5)  ii1 ;  6) i3 . 

3. Найти значения функций:  1) isin ;  2)  i1cos ; 3)  i2tg ;  

4) ich ;  5)  i 2sh ;  6)  iyx sin ;  7)  iyx cos . 

4. Дана функция zzw  2 . Найти  zw , если: 1) iz 1 ;  

2) iz  2 ;  3) iz  ;  4) 1z . 
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5. Дана функция   iyxzf 22  , где iyxz  . Вычислить: 

1)  if 21 ;  2)  if 32  ;  3)  0f ;  4)  if  . 

6. Дана функция ezw  . Найти  zw , если  z: 1) 
2

iz 
 ;  

2)  iz  1 ;  3) zkkz 





     ;2

2
1   . 

7. Дана функция  
yix

zf



1 , где iyxz  . Вычислить: 

1)  if 1 ;   2)  if ;   3)  if 23  . 

8. Найти значения функций: 1)  iLn 3 ;  2)  i1ln . 
                                 §4. УСЛОВИЯ КОШИ-РИМАНА  
 
     Рассмотрим комплексную функцию 

)(  ),(),()( DzyxivyxuzfW  , определённую в областиD  ком-

плексной плоскости. Пусть она имеет производную в точке Dz  

 
z

Wzf
z 




 0
lim

,                                        (4.1) 
   ),(),(),(),( yxvyyxxviyxuyyxxuW  . 

Таким образом, при любом способе стремления yixz  к нулю 
должен существовать предел (4.1), равный одному и тому же ком-
плексному числу )(zf  . В частности, это должно иметь место, если 
a)  0 xixz  и  0x  или, если 
b) yiyiz  0  и 0y . 
В первом случае 

  
 









 x

yxuyxxu
z

Wzf
xz

),(),(
limlim

00
 













 x
yxuyxxu

x
yxvyxxvi

x

),(),(
lim

),(),(
0

 

x
vi

x
u

x
yxvyxxvi

x 














),(),(
lim

0
                                        (4.2) 
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Во втором случае 

  













 yi

yxuyyxu
z

Wzf
yz

),(),(
limlim

00
 















 y
yxuyyxui

y
yxvyyxv

y

),(),(
lim

),(),(
0

 

y
v

y
ui

y
yxvyyxv

y 














),(),(
lim

0
                                   (4.3) 

Но т.к. предел (4.1) существует, то должны выполняться равенства 

y
u

x
v

y
v

x
u















; ,                                                                    (4.4) 

которые называются условиями Коши-Римана (Эйлера-Даламбера).  
    Производную )(zf  можно вычислить по формулам (4.2) и (4.3). 
Помимо них можно также установить формулы 

x
vi

y
v

y
ui

x
uzf
















 )(                                                            (4.5) 

С помощью этих формул можно получить выражения для производ-
ных основных элементарных функций.  

Пример 4.1. Найти производную функции zezf )(  

Решение. )sin(cos)( yiyeeeeezf xiyxiyxz    

Таким образом .sin   ,cos yevyeu xx   

По формуле (4.2)  yieyezf xx sincos)(  
ziyxiyxx eeeeyiye  )sin(cos  

Таким образом   zz ee 


. 
Производные основных элементарных функций сведём в таблицу: 

...)1()(

...)()1
2

1
1

0
1

1












n
n

n
n

n
n

n
n

zanznazf

azazazf
 

2) zz ezfezf  )()(   

3) zzfzzfzzfzzf sin)(cos)(    ;cos)(sin)(   
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z
zfctgzzf

z
zftgzzf

22 sin

1
)()(   ;

cos

1
)()(   

4) shzzfchzzfchzzfshzzf  )()(    ;)()(  

zsh
zfcthzzf

zch
zfthzzf

22

1
)()(   ;

1
)()(  )0  ,( chzshz  

5) 
z

zfLnzzf 1
)()(   

6) 1)()(  aa azzfzzf  

7) Lnaazfazf zz  )()(  

Определение. Если однозначная функция  zfw   дифференци-
руема в точке z и в некоторой ее окрестности, то она называется 
аналитической (регулярной) или голоморфной в этой точке.  
Определение. Функция, аналитическая во всех точках некоторой 
области G, называется аналитической (регулярной) в этой области. 
Определение.  Точки плоскости, в которых однозначная функция 
 zf  является аналитической, называются правильными точками 

этой функции, а точки, в которых функция  zf  не является анали-

тической (в частности, точки, где функция  zf  не определена) – 
особыми точками. 
Пример 4.2. Определить, является ли аналитической функция 

2zw    
Решение.  Так как xyiyxiyxzw 2)()( 2222  , т.е. 

22 yxu  ; xyv 2 , то 

y
vx

x
u








2 ;    
x
vy

y
u








2 . 

Следовательно, условия Коши – Римана выполняются для любых x и 

y и функция 2zw   является аналитической на всей комплексной 
плоскости. 
Пример 4.3. Определить, является ли аналитической функция 

zw   
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Решение.   Представим функцию в виде iyxzw   и обозначим 

xu  , yv  . Тогда  

1



x
u

;   0



y
u

;   0


x
v

;   1


y
v

;
y
v

x
u








. 

Таким образом, функция zw   не дифференцируема ни в одной 
точке плоскости.              Задания для самостоятельной работы к параграфу 4 
 
1. Проверить выполнение условий Коши – Римана для следующих 

функций: 1) zw sin ; 2) zw cos ; 3) zw Ln ; 4)  nzw   (n –
 целое число). 

2. Найти производные функций:  1) zw sin ;  2) 2zw  ;  
3) zw ch . 
3. Доказать, что ни в одной точке плоскости следующие функции не 

являются аналитическими:  1) zw  ;  2) 
z

zw Re
 . 

4. Будут ли дифференцируемы следующие функции, где iyxz  : 

1)   ixyzf  ; 2)   xyiyxzf 222  ;  3)   xiyyxzf 222  ; 

4)    3223 33 yyxixyxzf  ; 5)   yxiyxxf shcoschsin  . 
Если функция дифференцируема, найти ее производную.                         §5. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
 
    Пусть в области D плоскости z задана аналитическая функция 

     ),(),( yxivyxuzf   . Тогда функция  zf  имеет в D непре-

рывные производные любого порядка. Тогда функции u и v  имеют 
в D непрерывные частные производные любого порядка, а первые 
производные удовлетворяют условиям Коши-Римана 

y
u

x
v

y
v

x
u
















; ,                                     (5.1) 

Продифференцируем первое из этих равенств по x , а второе – по :y  
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yx
v

y
u

yx
v

x
u













 2

2

22

2

2

    ;
. 

Складывая эти равенства, получаем 

0
2

2

2

2









y
u

x
u

.                                         (5.2) 

Левую часть уравнения (5.2) обозначают символом 

2

2

2

2

y
u

x
uu








 . 

Определение. Уравнение 0u                                                       (5.3) 

называют уравнением Лапласа. Символ 
2

2

2

2

yx 






 называют 

оператором Лапласа. 
Определение. Функцию u , имеющую непрерывные частные произ-
водные второго порядка в D и удовлетворяющую уравнению Лапла-
са (5.3), называют гармонической в D . 
     Таким образом, мы установили, что действительная часть анали-
тической в Dфункции является гармонической функцией вD  .  
     Если первое равенство в (5.1) продифференцировать по y , а вто-

рое – по xи вычесть второе равенство из первого, то получим 
0v , т.е. и мнимая часть аналитической функции является гармо-

нической функцией. 
     Однако функция       ivuzf  , где  u и v  - произвольные гар-
монические в  Dфункции, не всегда является аналитической в D . 
Она будет аналитической, только если функции u и v  удовлетворя-
ют в D условиям Коши-Римана. 
    Можно показать, что если D есть односвязная область, то для вся-
кой гармонической в Dфункции ),( yxu существует единственная, с 

точностью до произвольной постоянной, сопряжённая к ),( yxu  в D  

функция ),( yxv такая, что      ),(),( yxivyxuzf  аналитическая в 
D . 
    Таким образом, если нам известно, что функция  zf является 
аналитической, и известна её вещественная или мнимая часть, то с 
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помощью условий Коши-Римана можно найти вторую часть, а сле-
довательно, и всю функцию   zf . 
Пример 5.1. Найти аналитическую функцию, если известна ее мни-

мая часть xyxv  22 22 . 
Решение. Имеем  

14 

 x
x
v

;    y
y
v

4



. 

Найдем вторые производные и убедимся, что заданная функция яв-
ляется гармонической: 

4)14(
2

2





xx
x

v
;   4)4(

2

2





yy
y

v
;   

044
2

2

2

2









y
v

x
v

. 

Таким образом, уравнение Лапласа (5.2) выполняется. 
     Функция ivuw   будет аналитической, если для функций u и v 
выполняются условия Коши – Римана (5.1). Из первого условия 
имеем 

y
y
v

x
u

4







, 

откуда  

   
 



  yxydxydx
x
uu 44 , 

где  y  – некоторая произвольная функция, не зависящая от x. 
Чтобы найти ее, используем второе условие Коши – Римана: 

14 





 x

x
v

y
u

, 

но так как )(4),( yxyyxu   и )(4 yx
y
u 



, то 

 yxx  414 ;    1 y          Cydyy   1 ,  

где constС  . 
     Таким образом, имеем   Cyxyyxu  4, , окончательно  
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  ixyxCyxyivuw  22 224 . 

Если в полученном равенстве заменить iyxz  , получим  

 
   
  CizizCiyxiiyxi

iyxiyixyixi

Cyixiyxyixw







22

222

22

2)(2

22

242

  

            Задания для самостоятельной работы к параграфу 5 
 
1. Найти аналитическую функцию переменной iyxz  , если ве-

щественная часть ее задана следующим образом:  1) 23 3xyx  ;    

2) xyx 222  ;  3)  22/ yxx  ;  4) ye x sin2 . 

2. Найти аналитическую функцию  zf , если заданы следующие 

условия: 1) yezf x cos2)(Im  , )1(2)0( if  ;  2) )(Re zf  

,22 xyyx  0)0( f . 

3. Дана вещественная часть   xyxyxu  22,  дифференцируемой 

функции  zf , где iyxz  . Найти  zf . 

4. Дана мнимая часть   yxyxv ,  дифференцируемой функции 

 zf , iyxz  . Найти  zf . 

5. Найти дифференцируемую функцию   ivuzf  , при следую-

щих условиях: 1)    2lncos2, yyxu x ;  2)   yxyxv shsin,  .                               §6. ИНТЕГРАЛ ОТ ФУНКЦИИ              
                            КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 
Пусть на плоскости комплексного переменного z задана дуга l , в 
каждой точке которой существует касательная, причем направление 
касательной изменяется непрерывно при ее движении по  кривой. 
Такие кривые называются гладкими. Начальную точку кривой обо-
значим 0z , а конечную - z  (если кривая замкнута, то 0zz  ).   
Положительное направление движения по кривой укажем от точки  

0z  к точке z  (рис.6.1). 
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    Пусть на кривой l  задана функция  
 zfw  , непрерывная во всех точках 

 
кривой. Разобьем кривую l   
произвольным образом на n дуг точками 

zzzz n ...., 10 , тогда 1 iii zzz ,  
где ni ...1 . На каждой из этих дуг 
выберем точку i  и составим сумму  
вида 
                                                                                           Рис.6.1  





n

i
ii zf

1

)(                                                    (6.1) 

Определение. Предел суммы (6.1) при n  и 0max  ii
z  назы-

вается интегралом от функции  zf  по дуге l  и обозначается так: 







n

i
iin

l

zfdzzf
1

)(lim)(  .                                                               (6.2) 

Из определения  непосредственно следуют свойства интеграла (6.2): 

1)           
ll l

dzzfdzzfdzzfzf 2121 ; 

2)     
l l

dzzfkdzzkf , где k – комплексная постоянная; 

3)    



ll

dzzfdzzf  (дуга l  совпадает с дугой l , но имеет про-

тивоположное направление); 

4)       
21 lll

dzzfdzzfdzzf  (дуга l  состоит из дуг 1l  и 2l ); 

5) если   Mzf   при lz , а длина дуги l  равна L , то 

  MLdzzf
l

 . 

z0

z2
z1

z
y

хO

zn = z

zn – 1

1
2

n
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Вычисление интеграла от комплексной функции.  
Пусть задано iyxz  ;    ivuzfw  , где  yxuu , ;  

 yxvv , . Тогда  







n

k
kkn

l

zfdzzf
1

)(lim)(   

     





n

k
kkkkkkn

yixivu
1

,,lim   

         
l

dyyxvdxyxivdyyxiudxyxu ,,,,  

  
l l

dyyxudxyxvidyyxvdxyxu ),(),(),(),( .                                (6.3) 

Формула (6.3) показывает, что вычисление интеграла от комплекс-
ной функции сводится к вычислению двух криволинейных интегра-
лов II рода от вещественных функций  yxu ,  и  yxv , . 

   Пусть дуга l  задана параметрическим уравнением 
),()()( tiytxtzz   или 








,
)(

)(

tyy
txx

где  и   соответствуют точкам  zz 0  и  zz  . 

Так как  dttxdx  ,   dttydy  , то криволинейные интегралы в 
формуле (6.3) примут вид 

          dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf
lll

,,,,)(  

                   








dttytutxtvidttytvtxtu                 (6.4) 

Если учесть, что      tyitxtz  , то равенство (6.4) можно корот-
ко записать так: 

   
l

dttztzfdzzf




)()()( .                                                                 (6.5) 
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Интеграл (6.4) существует для любой непрерывной функции 
)(zf (функции  yxu , и  yxv , в этом случае также непрерывны) и 

для любой гладкой кривой l . 
   Если кривая l кусочно-гладкая и состоит из гладких ориентиро-
ванных кусков ,.....1 nll то по определению считаем 

 



l

n

k lk

dzzfdzzf
1

)()(                                                                      (6.6) 

Пример 6.1. Вычислить 
l

zdzRe  по кривой l , если l  – отрезок, со-

единяющий точку 0 с точкой i1 ; 
Решение. Пусть 00 z ; iz 1 . Уравнение отрезка, соединяющего 

точки 0z  и z, имеет вид xy   или в параметрической форме tx  , 

ty  , 10  t . Тогда параметрические уравнения l :  

 itittz  1 ;    itz  1 const . Таким образом, имеем 

    
l l

dtitxdzzdz
1

0

1Re  

      
1

0

1
0

2

1
2

1

2
11 ititdti . 

Пример 6.2. Вычислить 
l

dzz , где кривая l  – полуокружность ра-

диусом 1 с центром в начале координат, лежащая в верхней полу-
плоскости (точка 10 z  является начальной, а точка 1z  – конеч-
ной). 
Решение. Параметрические уравнения полуокружности l  имеют 

вид 







ty
tx

sin

cos
или titz sincos  , причем интегрирование идет от 

0z  до 0z . Имеем   tittz cossin  ;  

  1sincos 22  tttz . Таким образом, согласно формуле (6.5),  
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l

dttitdzz
0

cossin


 

  2)1(1sincos 0  tit . 

Пример 6.3. Вычислить  
l

zz
dz

0

, где l - окружность с центром в 

точке 0z , ориентированная против часовой стрелки 

Решение. Уравнение l  можно записать в форме itezz  0 , где 

 2;0t ,  - радиус окружности l . Поэтому  

  


 





2

0

2

00

2 idti
e

dtie
zz

dz
it

it

l

 

Пример 6.4. Вычислить   
l

n dzzz 0   ( n - целое, 1n ), где l - ок-

ружность с центром в точке 0z , ориентированная против часовой 
стрелки 

Решение.     



2

0

)1(1
0 dtiedzzz tnin

l

n  

 

 
 

 









2

0

2
0

1
111 0

)1(ni
eidtei

tni
ntnin  

в силу периодичности комплексной экспоненты.                                               Теорема Коши.  
Теорема 1 (Коши) Если функция  zfw   аналитическая на одно-

связной области D , то интеграл  от   zf  по любому кусочно-
гладкому замкнутому контуру Г, принадлежащему D , равен нулю: 

  
Г

dzzf 0 .                                                                                       (6.7) 

Напомним, что область D  называется односвязной, если она огра-
ничена одной гладкой или кусочно-гладкой кривой. 
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Пример 6.5.  
Г

n ndzz ....),2,1,0(          0  

   
Г Г

zz adzadze ,0      0    ,0  

    
Г Г Г Г

chzdzshzdzzdzzdz
\

,0   ,0   ,0cos   ,0sin  

где Г – произвольный замкнутый кусочно-гладкий контур, так как 
подынтегральные функции аналитические на плоскости z . Они 
имеют непрерывную производную во всех точках z комплексной 
плоскости. 
Теорема 2. Пусть область D комплексной плоскости ограничена 
сложным положительно ориентированным кусочно-гладким конту-
ром nГГГГ  ....10  , т.е. при обходе по Г точки D остаются 

слева (рис.6.2). Тогда для функции  zf , аналитической как в облас-

ти D , так и на всех контурах nГГГ ...., 10 , имеет место равенство 

 


 0dzzf  

 
 
 
 
 
 
                       Рис.6.2                                             Рис.6.3 
 
Теорема 3. Пусть область D ограничена внешним контуром 0Г , 
ориентированным против часовой стрелки, и внутренними контура-
ми nГГ ....1 , ориентированными тоже против часовой стрелки 

(рис.6.3), и пусть на области D и на всех контурах nГГГ ...., 10  зада-

на аналитическая функция  zf . Тогда имеет место равенство  

  



0

1

)()(
Г

n

k Гк

dzzfdzzf                                                                    (6.8) 

 

Г1 

Г2
Гn 

D 

Г0 

Г1

Г2

Гn

D

Г0
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Замечание. Если в теореме 3 1n  
(рис.6.4), то 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.6.4 

 
0 1

)()(
Г Г

dzzfdzzf                                 (6.9) 

Из равенства (6.9) следует, что равенства, установленные в приме-
рах 6.3 и 6.4 остаются справедливыми, если в них окружность  l  с 
центром в точке 0z  заменить на любой замкнутый кусочно-гладкий 

контур l  , содержащий внутри точку 0z  и ориентированный против 
часовой стрелки: 







l

i
zz

dz 2
0

                                          (6.10) 

   



l

n ndzzz 1    ,00                                    (6.11) 

                                              Формула Коши 
Пусть функция  zf  аналитическая в односвязной замкнутой облас-
ти D и на контуре Г, ограничивающем эту область  и ориентирован-
ном в положительном направлении (рис.6.5), т.е. против часовой 
стрелки. Тогда имеет место формула Коши 
 

   







0

0 2

1

zz
dzzf

i
zf


,                            (6.12) 

где 0z - любая точка внутри контура Г.  
 
 

Г1 

D

Г0
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Рис.6.5 
Таким образом, аналитическую функцию достаточно определить на 
контуре Г, а по формуле (6.12) можно автоматически получить её 
значения в других точках области D . 
Замечание. Формула Коши имеет место и для многосвязной облас-
ти. 

Пример 6.6. Вычислить  
l

z

izz
dze

)2(
, где  l  – окружность радиусом 2 

с центром в точке (0, 3). 

Решение.  Имеем   



ll

z

iz
dzzf

izz
dze

2

)(

)2(
, где 

z
ezf

z

)( . 

Эта функция аналитическая внутри области, ограниченной контуром 
l  (рис.6.6). точка iz 2  принадлежит этой области. Применяя  фор-
мулу Коши (6.12), получим 


 i

eiiif
izz

dze i

l

z

2
2)2(2

)2(

2

  

 2sin2cos2 ie i    

Замечание. Если функция )(zf   
аналитическая в односвязной  
замкнутой области D и на контуре  Г,  
ограничивающем эту область и  
ориентированном против часовой                                     Рис.6.6 
стрелки, за исключением конечного числа точек nzz .....1 , лежащих 

на вещественной оси, то для     вычисления интеграла 
Г

dzzf )( мож-

но использовать известную теорему разложения 
Пример 6.7. Вычислить  

D 

Z0 

Г 

1

l

zy

х0

3

2 z
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Г

dz
zzz

z
)3)(2)(1(

1
, где Г – замкнутый контур, внутри которого 

находятся полюсы  
1z , 2z , 3z .  

Решение. Подынтегральная функция аналитическая внутри контура 
Г кроме точек  1z , 2z , 3z . Имеем 














321)3)(2)(1(

1

z
C

z
B

z
A

zzz
z

 

 

)3)(2)(1(

)2)(1()3)(1()3)(2(





zzz

zzCzzBzzA  

Отсюда 
)2)(1()3)(1()3)(2(1  zzCzzBzzAz  

При 33    :2  BBz  
При 224    :3  CCz  
При 122    :1  AAz  
Таким образом, исходный интеграл представим в виде суммы трёх 
интегралов: 

   






Г Г Г

z
dz

z
dz

z
dz

3
2

2
3

1
. 

Каждый из этих интегралов равен i2 согласно формуле (6.10). Сле-
довательно, исходный интеграл равен: 

  02312 i  
Задания для самостоятельной работы к параграфу 6 

1. Вычислить 
l

zdzIm , где l  – контур, заданный в виде: 1) отрезка, 

соединяющего точку 0 с точкой i2 ;  2) ломаной, состоящей из 
отрезка, соединяющего точку 0 с точкой i, и отрезка, соединяющего 
точку i с точкой i2 . 

2. Вычислить 
l

dzz , где l  – отрезок, соединяющий точку –1 с точ-

кой 1. 
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3. Вычислить 
l

dzz 2
, где l  – отрезок, соединяющий точки 0 и i1 . 

4. Вычислить 



l

z
zdz
1

sin
, где контур  l задан следующим образом: 

1) 11: zl ;  2) 11: zl . 

5. Вычислить 



l

z
dz

92
, где l  – окружность радиусом 1, для случаев: 

1) центр окружности в точке iz 2 ; 2) в начале координат. 

6. Вычислить
  l

z

z
dze

42
, если точка 2z  находится внутри замк-

нутого контура l  . 

7. Вычислить  
Г

zzz
dz

)4)(2(
, если Г – окружность: 1) 1z    

2) 3z        3) 5z  
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